LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 27 SEPTEMBRE 2025

D.S. N°2 DE MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures. Les calculatrices sont interdites.
Cet énoncé contient un probleme en 5 parties.
On attachera un grand soin a la rédaction. En particulier, chaque résultat ou conclusion devra étre encadré.

On peut toujours admettre les résultats des questions précédentes pour traiter les questions suivantes.

On note E le R-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, H le sous-espace vectoriel des polynémes P

1
tels que / P(t)dt = 0 et C le sous-espace vectoriel des polyndmes constants.
0

\
l 1. Montrer que H et C sont supplémentaires dans FE. g A . A

PARTIE I. L’ENDOMORPHISME A

Soit A I'endomorphisme de E défini par :

VP € E, A(P) = P(X +1) — P(X).

L(&J(‘}] - Z
3 2. Déterminer le noyau de A. C o der(h] 7

Soit n € N*. On note E,, le sous-espace vectoriel R,,[X] formé des polyndmes de degré inférieur ou égal a n et
A, I'endomorphisme induit par A sur E,,.
/Gv.nml«.p‘nfﬁ'\ w(-'l_/ 7 /7
S 2% 215
} 3. Justifier que A,, est bien défini puis déterminer le rang et I'image de A,,.

2, 4. Montrer que 'endomorphisme A est surjectif.



PARTIE II. LES POLYNOMES DE BERNOULLI

Cette partie utilise la partie I.

A A

Z 5. Prouver qu’il existe une unique suite (B, )nen de polynomes & coefficients réels telle que By =1 et :

1
Vn e N*, A(B,) =nX""! et / B, (z)dx = 0.
4 0
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A 1 Y 6. Calculer le polyn6‘me B et, pour chaque n € N*, déterminer le degré du polynéme B, et le coefficient

v

dominant de B,,.

0, Y} 7. Prouver que :

Y > 2, B, (0) = By (1).

On considere la famille (C},),en de polynémes définie par :

Z/ 11.

Z 12.

. En déduire que :

Z 14.

/
VneN,C, = B"“.
£ 4 n+1
[ BN 21\

Expliciter Cy et, pour tout n € N* calculer A(C,,).

. En déduire que :

Vn € N*, B, =nB,,_;.

. Soient p et n dans N*. Montrer que :

zn: o — Bpr1(n+1) — Byyr(0)
k=0 pt1

En déduire que, pour tout n € N* :

- n(n+1) ~ 5, n(n+1)2n+1)
D ok=m e ;)1#_ : :

= rd ~
k=0 28 =2 T

Démontrer que :

Vn €N, Bp(X) = (~1)"B,(1 — X).

1
Vk € N*, Bay41(0) = Bagyy (2> = Ba41(1) = 0.

Démontrer que :

Vn €N, B,(X)=2"""! [Bn (X) + B, (XH)] .
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PARTIE III. LA DERIVATION DES POLYNOMES

Dans cette partie, seule la derniére question utilise la partie I1.
z 15. Soient P un polynoéme de FE et @ le polynéme défini par :

1
0

vz € R, Q(z) = / P(t) dt + / (t —1)P(t) dt.
0
Montrer que le polyndme @ appartient & H. (On pourra noter R le polynéme défini par :

VreR, R(z) = /10 P(t)dt.)
0

Soit f I'application linéaire de H vers E qui, a tout polynéme P de H, associe le polynéme P’, dérivée de P.

A 16. Montrer que f est injective.
& 17. Montrer que f est surjective.
4 18. Soit k € N. Déterminer f~1(X*) et f~1(By).
Vs
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PARTIE IV. CALCUL APPROCHE D’UNE INTEGRALE

Cette partie utilise la partie II.

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul et f désigne une fonction de classe C*" sur [0,1]. Pour
tout k € [0,n], on note :
1

1

A 19. Soit k € [0,n — 1]. En effectuant deux intégrations par parties, montrer que :

1

m[f(2k+l)(£)32k+2(l‘)]é + Riq1.

Ry = o [0 Bana ()] -

2k +1)

L‘ 20. En déduire la formule d’Euler-Maclaurin :

o FO) ) S Ba0) (s :
/ e = TEZEL 5T T (500 - £V W) + R



/’ PARTIE V. POLYNOMES STABILISANT Z OU Q
Cette partie utilise la partie I.

On note le polynédme Hy = 1 et, pour tout n € N*, le polynéme

X(X-1)- (X —n+1)

H, =
n!
3 21. Pour chaque n € N*, écrire le polynome
X(X-1) X(X-1)(X-2 XX-1)...(X-n+1 -
P,=1-X+ (2 ) _ X 3?( )+...+(—1)" ( )n'( )ZZ(—l)ka

k=0

sous la forme d’un produit de n facteurs du premier degré. (On pourra conjecturer la formule et la
prouver par récurrence.)

On dit qu'un polynéme P de E stabilise Z si : Vk € Z, P(k) € Z.

} 22. Montrer que, pour tout n € N, le polynéme H,, stabilise Z.
A 23 Calculer A(Hy) et, pour tout n € N*, A(H,) en fonction de H,,_;. o, X
L 24. Montrer que la famille "(}{0, .+, H,) est une base du sous-espace vectoriel E,,. Ecrire la matriée de
/ I'endomorphisme A,, dans cette base. En déduire que A,, est nilpotent. Quel est son indice.de nilpotence ?
Z“ 25. Soit P € E,, stabilisant Z. Montrer qu’il existe (co, ..., CZ)‘ € 7+ tel que : 70

P:CoHo+~'~+Can.
26. En déduire tous les polynomes de F stabilisant Z.
On dit qu'un polynéme P stabilise Q si : Vz € Q, P(z) € Q.

L 27. Déterminer tous les polyndémes de E qui stabilisent Q. b fd’l“:“""' de & (¥) »tt,_{;._!r & of
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