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On note FE le R-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, H le sous-espace vectoriel des polynémes P
1

tels que P(t)dt = 0 et C le sous-espace vectoriel des polyndmes constants.
0

1. Montrons que H NC = {0}. Si P € HNC, alors il existe un réel ¢ tel que P = c et

O:/OlP(t)dt:c.

D’otu le polynéme P est nul. Donc la somme H + C est directe.

Montrons que H + C = E. Soit P € E. Le polynéme P — fol P(t)dt appartient a H. Et (télescope)

P=P- fol P(t)dt + fol P(t)dt. D’out P appartient &8 H+ C. Donc| H&C =E.

PARTIE I. L’ENDOMORPHISME A

Soit A I'endomorphisme de E défini par :
VPe E, A(P)=P(X+1)— P(X).

2. Soit P(X) € Ker(A) : alors P(X) — P(X — 1) est le polynéme nul, d’ott P(k) = P(0) pour tout k € Z,
d’ott P(k) — P(0) = 0 pour tout k € Z, d’ou le polynéme P(X) — P(0) a une infinité de racines, d’ou
P(X) — P(0) est le polynéme nul, donc P(X) est constant.

Réciproquement : si P(X) est constant, alors P(X) € Ker(A).

Donc| le noyau de A est 'ensemble C' des polynémes constants.

Soit n € N*. On note E,, le sous-espace vectoriel R,,[X] formé des polyndmes de degré inférieur ou égal a n et
A, I'endomorphisme induit par A sur E,,.



3. Soit P € E,. Les polynémes P(X + 1) et P(X) ont le méme terme dominant, d’ott deg A(P) <n —1,
donc A(P) € E,,_1 et a fortiori A(P) € E,.

Le sous-espace vectoriel E,, est stable par ’endomorphisme A, donc I’endomorphisme A,, est bien défini.

D’apres la question 2, le noyau de A,, est le sous-espace vectoriel C' = Vect(1), qui est de dimension 1.

Or dim F,, = n + 1. Le théoréme du rang donne alors : rg(A,) = n.

On a prouvé que Im(A,,) C E,,—1 et dimIm(A,,) = n, donc Im(A,) = E,_1.

4. Soit Q € E un polynéme. Il existe n € N* tel que Q € F,,_1. De Im(A,,) = F,,_1, on déduit alors qu’il

existe un polynéme P € F tel que A, (P) = Q. Dot A(P) = Q. Donc| V’endomorphisme A est surjectif.

PARTIE II. LES POLYNOMES DE BERNOULLI

5. Par construction, le polynéme By existe et est unique.

Soit n € N*. De la surjectivité de A, on tire l'existence d’un polynoéme P € E tel que A(P) = nX"~ 1.
De la question 1, on tire existence de (Py,c) € H x C tel que P = Py + ¢. Or A(P) = A(P,) d’une part

et Py € H d’autre part. D’ou Pexistence d'un polynéme Py tel que A(Py) = nX" ! et fol Py(z)dz = 0.

C’est le seul polynéme qui convient car : d'une part A(Py) = A(P)) = P — Py € Ker(A) =
Py — Py € C d’apres la question 2. D’autre part P, — Py € H. D’ou P, — Py € HN C qui est réduit au

vecteur nul d’apres la question 1. D’ou Iexistence et I'unicité de B,, pour tout n € N.

6. P(X+1)=aX+a+bsionpose P(X)=aX+b. Dot A(P) = a. L’équation A(P) = 1 est équivalente

& a = 1. Et ’équation fol P(z)dz = 0 est équivalente & b= —1. Donc| By =X —

N

Soit n > 1. Le polynéme B, n’est pas nul, notons donc p son degré. Le polynoéme s’écrit alors
By (X) = a,X? +ap_1 XP~1 + -+ et, par suite, B,(X + 1) = ap,X? + (pap + ap—1)XP~1 +---. D’ou
A(By,) =papyXP~t + ... Or A(B,) =nX""!. Donc p =n et a, = 1.

Pour chaque n € N*, le degré de B,, est n et le coefficient du terme dominant est 1.

7. Pour tout n > 2, B, (X +1) — B,(X) =nX""1. En évaluant en 0, on obtient B, (1) — B, (0) = 0. D’ott

Y > 2, B, (0) = Ba(1).




On considere la famille (C},),en de polynémes définie par :

B/
VneN,C, = 2+t

n+1

8. Cy = B} = 1 et, pour tout n € N*, A(C),) = %H[B;H(X +1) - B, (X)] = %H[BnH(X +
1) — Bpy1(X)]'. Comme B,11(X +1) — Byy1(X) = (n+ 1)X™, on obtient %ﬂ[(n + 1)X™]’. Donc
A(C,) =nXn L
9. On constate que Cy = By = 1 et A(C,,) = A(B,) = nX""! pour tout n € N*. Or (B,,)nen- est I'unique
suite vérifiant ces égalités, donc C,, = B,, pour tout n € N. D’ou % = B,, pour tout n € N, donc
B!, = nB,,_; pour tout n € N*.
10. Soient p et n dans N*. D’apres la question 5,
zn: kP — zn: Bp+l(k + 1) — Bp-‘rl(k) _ Bp-i-l(n + 1) — Bp+1 (0)
P P p+1 p+1
en télescopant.

11. On commence par calculer les polynémes Bs et Bs en appliquant la relation de récurrence de la question

9 au polynéme B; = X — % calculé a la question 6 :
By =2B; =2X —1,dott 3c € R, By = X2 — X + ¢. De la condition fol B(z)dz =0, on tire que ¢ = .
Donc| By=X?—-X-+¢tetB3=X*-3X?+1X |en procédant de méme & partir de Bs.
On en déduit que, pour tout n € N* :
z”:k_ By(n+1)—B3(0) (n+1)*—(n+1) n(n+1)
B 2 B 2 2
k=0
Et, de méme :
z":kQ _ Bs(n+1)-B5(0) _n(n+1)(2n+1)
— 3 6
apres calcul.

12. On note D,, = (—1)"B,(1 — X) pour tout n € N. Alors Dy = By(1 — X) = 1. Et, pour tout n € N*,
A(D,) = (-1)"[B,(1 — (X +1)) — B,(1 — X)] =nX""!. La suite (D,,)nen vérifie les mémes relations
que (Bp)nen. Donc, par unicité : | B, (X) = (-1)"B,(1 — X) pour tout n € N.

13. Soit k € N*. D’apres la question précédente, Boj1(0) = (—1)?**1 By 1(1) = —Bag11(1). De plus,

Bsj+1(0) = Bag11(1) d’apres la question 7. Donc

Bsj+1(0) = Bag41(1) = 0 pour tout k € N*.

1

En évaluant le résultat de la question précédente en 3, on

1):

2

obtient ng+1(%) = (—1)2k+132k+1(1 —

—Bop+1(3). Ceci implique 2Boj41(3) =0, d'ott|  Bagqa

(3) = 0 pour tout k € N*.




14. On note E, = 2" '[B,(X) + B, (&£)]. Alors Ey = 4
A(Bp) = 2" (Ba(552) + Bu(252)) = (Ba(5) + Ba( 552
Ce qui est égal & 2"~ In(5 )"~ =nX"~1

[Bo(3) + Bo(¥5£1)] = 1. Pour tout n € N*,
)] Dot A(Ey) = 2" B (5 +1) = Bu(5)]-

La suite (E,)nen vérifie ainsi la relation vérifiée uniquement par la suite (B, )nen, ce qui permet de

conclure : | B, (X) =2""1[B,(35) + B, (%2)] pour tout n € N.

PARTIE III. LA DERIVATION DES POLYNOMES

15. Le polynome R est la prlmltlve de P qu1 s’annule en 0 D’ou, apres une integration par parties :
Jy (¢ = 1)P(tydt = [(t — DRy — [y R(t)dt =0~ [; R(t)dt. D'on Q(z) ~ [ R

Donc Qe H.

Soit f I'application linéaire de H vers E qui, a tout polyndme P de H, associe le polyndme P’, dérivée de P.

16. Si P € Ker f, alors P’ = 0. D’ou le polynéme P est constant, ¢’est-a-dire appartient & C. Or P appartient
a H (qui est 'ensemble de départ de f). D’ou P =0 car P € H N C qui est réduit au nul d’apres la

question 1. Donc I’application f est injective.

17. Soit P € R[X]. Le polynéme @ défini dans la question 15 appartient & H et de plus f(Q) = Q' = P.

Donc f est une application surjective.

18. Soit £ € N. D’apres les deux questions précédentes lunique polynome Q tel que f(Q) = X est le

polynome @Q tel que, pour tout x € R : Q(z fo thdt + fo (t — 1)tkdt. Donc
Qx) = [ tkdt+f0 (t — 1)tkdt
I R
ERL TR

1
E+1  (k+1)(k+2)°

Xk+1 1

Done | f7HXH) =57 T k+Dk+2)

Trouver f~1(By), c’est chercher I'unique polyndome P de H tel que f(P) = By, c’est-a-dire tel que

P’ = By. D’apres la question 9, c’est le polyndome i’f:ll. Donc| f~Y(By) = B’j:f.




PARTIE IV. CALCUL APPROCHE D’UNE INTEGRALE

Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul et f désigne une fonction de classe C*" sur [0,1]. Pour
tout k € [0, n], on note :

IR PN
Rk = W/; f( k)(l')BQk(:L‘) dz.

19. De la question 9, on tire que :

BékJrl — ng+2
2k+1  (2k+1)(2k+2)°

2k —

Et, en intégrant :

Bé/k+2(x) %)
Ck+1)k+2)" 2k+2 /f2 ) Byj. o (x)da.

De plus, les fonctions f(2*) et B, 4o sont de classe C* sur [0, 1] donc, en intégrant par parties (on dérive
%) et on integre By o) :

1
(2k +2)!

1 1
- g | P @B

Ry, = [f®¥) (2) By o ()]

et donc, & I'aide d'une seconde intégration par parties, f**1) et Boy o étant de classe C* sur [0,1] et
comme By, o = (2k + 2)Bapy1 :

Ry, = m[f(%) () Ba+1()] — mv(%ﬂ)(@B%w@)]{% + Rp41-

20. Comme B;(0) = —3 et Bi(1) = % et comme By(0) = Bs(1) :
f(0) + £(1) | Bx(0)

_ - ’ gt
R~y = 102 SO = F()]
et, comme Bagy1(0) = Bog11(1) =0si k> 1:
Bae+2(0) rcar41) (2k+1)
Whe (L= B B = SR (0) - fOD()

donc, en sommant toutes ces égalités :

n—1

B
Z(Rk — Ryp) = f( + Z 22£Jf2 (2k+1)(0) _ f(2k+1)(1)]
k=0

Les termes de la premiere somme se télescopent et, en effectuant un changement d’indice dans la derniere
somme :

Ro— R, — f(0) ; f(1) i ; Bél;ﬂ()?) [F@=D(0) — FEF=D(1)].

Finalement, comme Ry = fol fz)dz :

/01 F(a)da = M i zn: sz((?) [f(2k—1)(0) _ f(zk—l)(l)] +R,.




PARTIE V. POLYNOMES STABILISANT Z OU Q

On note le polyndme Hy = 1 et, pour tout n € N*, le polynéme

X(X=1) (X —n+1)

n!

H, =

21. Nous allons montrer par récurrence sur n que, pour tout n € N, I’ensemble des racines de P, est
{1,...,n}:

Initialisation : P; =1 — X. Donc I'ensemble des racines de P; est bien {1}.

Hérédité : Supposons que 'ensemble des racines de P,_; est {1,...,n — 1}. L’ensemble des racines de
P, =P,_1+ (-1)"H,, contient alors {1,...,n — 1}. Il reste & montrer que n est aussi une racine.
Po(n) = 1—n+ 2y 4 (—pnne=l)-()

= 1=+ G) ++ D
= ZZ:O (Z)(‘”k

= (1-=1"

= 0.
Donc l’ensemble des racines de P, contient {1,...,n}. Or ce polynéme est de degré n. Donc il a au
plus n racines. Donc {1,...,n} est exactement ’ensemble des racines de P,

Donc P, = A\, I1}_ (X — k) et le coefficient dominant est (_nl!)n = Ap. Donc

P, = <fn1!)"' ﬁ(X_k) :klfll(l_;(>.

k=1

On dit qu'un polynéme P de E stabilise Z si : Yk € Z, P(k) € Z.

B(k=1)--(k=j+1)

7 est un entier relatif car :

22. Soit j € Net k € Z. Alors H;(k) =

— si k > 4, on obtient (kfj), qui est bien entier ;
— si k<0, alors Hj(k) = (-1)7H;(j — k — 1), et on est ramené au cas précédent ;

— 81 0 < k < 7, alors zéro figure parmi les facteurs du numérateur, donc H;(k) = 0.

23. A(Hp) =0et A(H,) = Hp—1 pour tout n € N* | car

Ho(X +1) — Ho(X) = (X+1)X...(T;)!(+1—n+1) 7X(X_1)..n.!(X_n+1)
_ X(X—l)..T.L!(X—n—l-Q)[(X+1)_(X_n+l)]
XX 1) (X (-1 +1)

n!

24. La famille de polynémes (Hy,- - , H,) est échelonnée en degrés, c’est donc une famille libre de n + 1
vecteurs de F,, or dim F,, = n + 1, c’est donc une base du sous-espace vectoriel F,,. Dans cette base, la



25.

26.

matrice de A,, est

0 1 0 0

0 0 S
M,=1|: . . . ol €Mz (®).

S

0 0 O

d’apres la question précédente.

De Mt =0 et M # 0, on tire que I’endomorphisme A,, est nilpotent d’indice n + 1.

On démontre la propriété par récurrence sur n. Si n = 0, alors P = ¢y € Ro[X] stabilise Z implique
co € 7.

On suppose la propriété établie pour n — 1. Soit P € R, [X] stabilisant Z. Alors A(P) aussi, et comme

A(P) € R,—1[X], il existe (c1,...,¢,) € Z" tel que A(P) =377, ¢;Hj—1.

Comme Z?zl ¢;jHj est 'un des antécédents de Z? 16 Hj—1 par A, et comme le noyau de A est Ro[X],

on peut affirmer qu’il existe une constante réelle cq telle que P = 2;21 c;H; + co.
Enfin, comme P(0) = ¢y et P stabilise Z, on peut dire que ¢y € Z.
Pour tout polynome P € E, il existe un entier n € N tel que P € E,,. Des questions 22 et 25, on déduit

que : un polynome P € FE stabilise Z si, et seulement si, c’est une combinaison linéaire & coefficients
entiers, d’un nombre fini de polynémes de la suite (H,)nen-

On dit qu'un polynéme P stabilise Q si : Vz € Q, P(z) € Q.

27.

Ce sont les polynémes de Q[X], c’est-a-dire & coefficients rationnels. D’une part, ces polynomes

conviennent. D’autre part, on montre par récurrence sur le degré qu’il n’y en a pas d’autres :

Si P est une constante réelle ag, comme P(Q) = {ag}, la condition P(Q) C Q implique effectivement
que ag soit rationnel. Supposons la propriété vraie pour tout polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1.
Soit P = a, X™ + Q, avec a, # 0 et Q € R,,_1[X], tel que P(Q) C Q. Alors A(P) = P(X +1) — P(X)
vérifie aussi [A(P)](Q) C Q. Or A(P) = na, X" ! +--- est de degré n — 1. L’hypothese de récurrence
assure que A(P) est a coefficients rationnels, et en particulier que na,, € Q, donc que a,, € Q. Dans ce
cas, ’hypothese P(Q) C Q se traduit par Q(Q) C Q, et I'hypotheése de récurrence assure que @ est a
coefficients rationnels. Finalement P € Q[X].



