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Exercice 1. Quelle est la nature de l'intégrale / (x+2— Va2 +4x+1)dx?
0

Notons f(z) = x4+ 2 — Vz? + 4z + 1. L’intégrale fooo f est impropre en +00. On cherche un équivalent de f en 400 :

d’ou f(z) = %% + o0 (7) ~ %i, qui ne change pas de signe. Or fl
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s +o00 i dx converge (d’apres le critere de Riemann en +00), ce

qui montre que f0+°O f diverge.
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Exercice 2. Soit F'(z) = /
0

1.
2.

3.

dt
1423 + 3
Montrer que le réel F'(x) est défini pour tout = > 0.
Quel est le sens de variation de la fonction F sur [0, +o00[?

too at
Montrer que l'intégrale / TR
0 2—t+1

A Tl'aide du changement de variable u = 1, calculer F(0).

converge et la calculer.

5. A Taide du changement de variable ¢ = zu, étudier la limite lim F(z).

r—+00

Pour tout (x,t) € [0,+oo[, 1 + 23 + t3 est différent de O car supérieur & 1. L’intégrale F(x) est donc impropre en +oc0. Or

1% ~ LS qui ne change pas de signe. Et 'intégrale +o0 % dt converge d’apres le critére de Riemann en +oo.
T35 i too 1t

Donc l'intégrale F(z) converge, autrement dit : le réel F(z) est défini.

Soit & > y > 0. Alors, pour tout t >0, 1 + 3 +¢3 > 1443 +¢3 > 0, don 1+I§+t3 < 1+yé+t

décroissante sur ]0, +oo[. Donc F(z) < F(y) par croissance de I'intégrale. La fonction F' est donc décroissante.

Pour tout ¢ >0, 12—t +1 = (t—1)> 4+ 3

classe C! et strictement monotone et du =

= car la fonction inverse est

% (1 + u2) en posant u = % (t - %) . Ce changement de variable est de
dt, d’oui :
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/ - dt = 7/ — ﬁdu = — [Arctan(u)]t>® = — (f - —W) =
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Le changement de variable u = % est de classe C! et strictement monotone, d’ot

too gt 0 1 —d +oo
F(0)=/ 1 3dt=*/ 7372“:/ L3d“~
0 +t Joo L4+ud u 0 14+u

Au dénominateur, 1 +u? = (1 +u)(1 — u + u?) et, au numérateur, u = 1 +u — 1, d’ott

u 1 1 EPR
1+u3 = 1—utu? 14+us " D’ou

F(0) = 34% — F(0) d’apres la question précédente. Donc F(0) = 32—"\/5



5.

Soit x strictement positif : le changement de variable t = zu est alors de classe C! et strictement monotone, d’ot1
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Dou 0 < F(z) < Z%F(O). Donc F(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo, d’apreés le théoréme des gendarmes.

Exercice 3 (d’apres CCP TSI 2011 Math 1). Soit f la fonction définie pour tout réel = strictement positif par
Iintégrale

qu’on ne cherchera pas a calculer.

1.
2.

Montrer que la fonction f est décroissante.
Montrer que, pour tout réel x strictement positif,
e—1 e—1

x_’_lﬁf(m)ﬁ x

Qu’en déduire ?

Soit g la fonction définie pour tout réel x strictement positif par I'intégrale

1 .t
e —1
= dt.
o) /oa:+t

Montrer que la fonction g est bornée.
En déduire que f(x) est équivalent & —In(z) quand z tend vers 0.
Soit xzy un réel strictement positif.

Lo
Montrer que, pour tout x € [?, 400 {,

2-e-|z—u1xp

[f (@) = f(zo)| < 5

Lo

Qu’en déduire ?

1
Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par I'intégrale f(z) = /
0

et

x+t

dt.

t et

Soient x1 et xo deux réels tels que x2 > x1 > 0. Alors pour tout ¢ € [0, 1], d’ou (par croisssance de

<
2+t T w+t
Pintégrale) f(z2) < f(x1). Donc f est décroissante.

t t t 1 .t 1t
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Pour tout t € [0,1], —— < < —, d’ou / dt < f(z) < / —, donc
0 0o T

z+1 " x4+t =z z+1
e—1 e— . PR e— . . o
1 < f(z) < ——. On divise chaque membre de I'inégalité précédente par qui est strictement positif :
T x
-1
j_ 1 < ];(jcl) <1, dou g tend vers 1 quand z tend vers +oo, d’apres le théoreme des gendarmes. Donc f(x) ~ ¢
T e ez T

xT €T
quand x tend vers +oo.

Soit ¢ € [0, 1] : la fonction exp est continue sur [0, ¢] et dérivable sur |0, t[, d’otl1, d’apres le théoréme des accroissements finis,

il existe ¢ €]0, ¢[ tel que e —e? =e° - (t —0). D’ot1 e < e car t € [0, 1] et exp est croissante, donc e* — 1 < e x ¢ pour tout

1 .t 1 1
t€0,1]. g(z) = / ¢ " dt. D’une part, g(z) > 0 car l'intégrande est positif sur [0, 1]; d’autre part, g(z) < / edt<e
0o T 0
et —1 ext ) 3
car Vt € [0, 1], < < e car < 1 car z > 0. Donc la fonction g est bornée.
T+t T+t

I o B . B B flz)
g(x) = /0 ac+tdt —/0 m+tdt = f(z) —In(1 + =) + In(z), d’out f(z) = g(z) + In(1 + z) — In(x), donc )

In(1
g@)  (+e) 1 tend vers -1 car In(x) — —oo et g est bornée et In(1 4+ 2) — 0. Donc f(z) est équivalent &
In(z) In(z) z—0+ z—01
—1In(z) quand = tend vers 0t.
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5. Soit zp > 0 et x € [?,—I—oo{ s f(z) = f(zo0) :/0 e dt = (zo—m)/o Wdt- Or, pour tout

e+t wo+t zo +t)
et e 2e 2'6"27_270'
t€[0,1], (@+8) (o +1) < zzo < Toxo’ donc |f(z) — f(wo)| < 71% .
2-e- |z — x| ) e 1 . o I
Quand z tend vers g, ——5—— tend vers zéro, et d’apres 'inégalité de la question précédente et le théoreme des
T

gendarmes, |f(x) — f(zo)| aussi, d’out f(z) tend f(xo). Donc la fonction f est continue en xg. Ceci est vrai pour tout
2o > 0. Donc f est continue sur ]0, ool



