LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 18 OCTOBRE 2025

CORRIGE DU D.S. N° 3 DE MATHEMATIQUES

EXERCICE 1 (TIRE DE BCE 2024)

1. L’intégrale I,,, impropre en 0, est convergente car elle est faussement impropre. En effet, la fonction
g:R =Rt~ (1—1t)" est dérivable et Vt € R, ¢'(t) = —n(1 — t)"~ L. En particulier ¢’(0) = —n. D’olt

_ G- — _9®)=9(0)
fn(t) = p I Q n.
2. D’apres la formule du binéme, 1 — (1 — )" = —Z( ) ¥ pour tout t € R. Dot f,(t) =

n n —1 k71
Z (n) (=1)*=1*=1 pour tout ¢ €]0, 1] Donc, en intégrant : I, = (n> L

i2pn_ o~ i2pa 1 (& , . ,
3. sin(2pz) — 2 2 . d’oit Z <Z> sin(2pz) = % <Z (;I’) ei2pT _ C.C.) _ Or ei2rr — (esz)P et,
p=0

d’aprés la formule du binome, Z < ) 2T — (1 4e27)" = % (7 4 '")" = ™27 (cosx)". Dot

p=0

n iann(COS {E)n —c.c. n n - o §
Z sin(2pz) = 9 . Donc sin(2px) = 2" sin(nz)(cos z)".
p=0 v o p

1 : , S . 1— (1 _ t)n
4. Soit ¢ E}O, 1]. En reconnaissant une somme géométrique de raison (1 — t) #1, fn(t) — m _
n—1 n n )
1_tp: ]-_tkil.D .t/ £ In: =

Z( ) Z( ) onc, en intégran Z B

p=0 k=1 1

, 1 n 7\'/2
5. D’apres la question 3, u,, = on (Z) / xsin(2px) dz. Si p = 0, alors l'intégrale est nulle et, pour
p=0 0

chaque p € [1,n], elle vaut 41(—1)1’*1. Donc| up=—-1I,.
p

Tk ooy k_ k1
42k 2k_\/§k \/ﬁk

par croissances comparées parce que v/2 > 1. Or \/E’“ ne change pas de signe et la série > \/1§k converge

k
_ 1
6. D’apres la question 4, I, < k, d’ou 0 < uy, < =o0 (ﬁ) car ﬁ tend vers 0

car c’est une série géométrique de raison % €] —1,+1[. Donc| la série ) uy converge.




7. Pour tout ¢ # 1, Ztk =

10.

. Soit x € [0, 1[. Pour tout ¢ € [0,x], 0 < lt— < 7, d'ott 0 < Ry (x) §/ 1x
0

. Pour tout x € [0, 1], (1 — x) kal"

n—1

l_tn ’I’L

< 1—t’ _Ztk
D gk rogn
Z? ), ol Ry (z) = /O -

.Enintégrant de0 a z € [0,1[, —In(1—z) =

k x 1
dt<zF [ —dt<
¢ y 1t
—z¥In(1 — z). Or 2* v 0. D’ott Ri(x) v 0 par le théoréme des gendarmes.
k—o00

n n n+1
_Zlkkarl:ZIkI ka 1T —$+Z Ik-—
k=1 k=1
n n k
Ik_l)xk — I,a"t, d’ot (1—2x) Zlkx Z r_ I,2"t1. D’apres la question 7 L,(1—=z Z Ix”

k
k=1 k=1 k=1

HMS
=
i%

—In(1 — ) — Ry (2) — La" ™!
Cette égalité passe a la limite n — oo car : d'une part R, (z) — 0 d’apres la question 8, d’autre part
n—oo

I, 2"t — 0 par croissances comparées (de méme qu’a la question 6).
n—oo

D'ou| lasérie > I converge et (1 — x) Zlkxk = —1In(1 — x) pour tout x € [0,1].
k=1

(o] o0
1
En particulier, si z = %, alors E Ik? = 21In 2. Donc, d’apres la question 5, E up = gln 2.
k=1

EXERCICE 2 (TIRE DE EPITA 2017 PSI)

. L’intégrale I(«) est impropre en 0 et sinttw0 t, d’on sint % ta —=1 qui ne change pas de signe sur ]O, 2].
—

to

Or lintégrale fow/ 2 tal,l dt converge si, et seulement si,  — 1 < 1 d’apres le critere de Riemann en 0,

donc lintégrale I(«) converge si, et seulement si, a < 2.

2 N — 3 N . 7 7
1 — cos(t) Ko et %, d’ou 1tf+°15t Kot % tal,l et (comme a la question précédente)

™21 — cos(t
Iintégrale / Tl() dt converge si, et seulement si, o < 2.
0

Soit o € [-1,1] :

e La fonction ¢ — 1%L est positive sur ]0,7/2] donc [ /2 et dt > 0.

e o+ 1 < 2 dong, pour tout t €]0,1], ta% < %2 et, en multipliant par 1 — cost qui est positif,

_ _ 11 11 cos . o
et < =98t Done [ 22t dt < f; 152 dt par croissance de I'intégrale.

e a+1 >0 donc, pour tout ¢ € [1,7/2], 2+ < 1. D'ou flﬂ/z Locost gt < Tr/z(l — cost) dt.

tu+1




w/2
La relation de Chasles permet de conclure : 0< /
0

1 — cos(t) dt</ 1 — cos(t)
0

ta+1 t2

w/2
dt + / (1 — cos(t)) dt.
1

. Soit a € [—1,1]. On pose u(t) =1 — cost et v(t) = 7. Les fonctions u et v sont de classe C* sur ]0, 7/2]
l1—cost t2 h

7 v —> 0, donc on

avec u'(t) = sint et v/(t) = — 2. De 2 — a > 0, on tire que u(t)v(t) =

peut intégrer par parties :

/2 w/2 /2
1 —cost 1 —cost 1-0 1 —cost
I(a) = {t‘l ]0 +a/0 prs dt = (/2 70+a/0 i dt

2\ ™21 — cost . o
Donc I(a) = [ =) +« T dt. Et, en notant M le majorant (indépendant de «) de la
™ 0 o

Va €]0,1], (i)a <I(a)< (i)a +aM.

question précédente :

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que lim I'(a) =1 car (2 )(, = e¥In(2/m) 4 0 =1
a—0 a—0

et aM — 0.
a—0

—+o0

. Soit o > 0. Pour tout ¢t > g, 0< |f§i§ | < t“+1 et l'intégrale / dt converge d’apres le critere de

m/2 e totl

T cost

dt est absolument convergente.
o+t

Riemann en +o00, donc l'intégrale /
/2

On procede & une intégration par parties en posant u(t) = —cost et v(t) = % s fonctions u
et v sont de classe C' avec u/(t) = sint et v/(t) = —z%+. Pour tout ¢t > %, |u ( = |ewst| <
20 cos(t)

1 9s 4
o t:)() 0 et l'intégrale / , ol

dt converge. Le théoreme d’intégration par parties assure alors
™

0 sin(t)

2t

dt si o > 0.

la convergence de I'intégrale J(a) = /
K

T

i

. Pour tout = > 5 / sin(t) dt = [— cos t]fr/2 = —cosx qui n’a pas de limite lorsque z — +o0o. Donc
w/2

l'intégrale J(0) est divergente.

. On pose u(t) = — cost et v(t) = 7. Les fonctions u et v sont de classe C! sur [r/2, +oo[ avec u/(t) = sint
et v'(t) = —%r. Comme la fonction u est bornée et v(t) — 0, u(t)v(t) — 0, ce qui rend légitime
t—+o0 t—4o00

une premiere intégration par parties :

/+°° smOSt) d—0—0— /+°° costdt:_a/J”X’ cost

2 1 1ottt rj2 tott

On pose & nouveau z(t) = sint et y(t) = 2. Les fonctions z et y sont de classe C* sur [r/2, +o0o[ avec

2'(t) = cost et y'(t) = — &k}, Comme la fonction x est bornée et y(t) — 0, z(t)y(t) — 0, ce qui
t—+o0 t—+4o00




10.

11.

12.

légitime une seconde intégration par parties :

0 sin(t) 1 too sint
t=— —_—— 1 t
/Tr/2 o d alo (W/2)a+l+(a+ )/ﬂ/2 ta+2d

+oo 3 oo s
sin(t) « sint
Donc /Tr/2 o dt = /2y ala+1) /ﬁ/2 rat2 dt.

L’inégalité triangulaire et la croissance de 'intégrale donnent :

+oo s +oo | o3 +oo
sint | sint| dt
1 ——dt| < 1 dt < 1 —
oo+ )/7,/2 rarz dt] < ala+ )/ﬂ/2 otz dt s ala+ )/7,/2 pre;
. , N 1 Foo (&% a
et le dernier membre est égal & oo+ 1) [—W} 2 = Gyt Comme @R T 0, on conclut,
T sint
par le théoreme des gendarmes, que a(a + 1) / e dt — 0.
ﬂ_/2 ta a—0

Or % — 0, donc, d’apres la question précédente, J(a) — 0.
ﬂ a—0 a—0

L’intégrale f(«) converge si, et seulement si, les intégrales I(a) et J(«) convergent. Or l'intégrale I ()
converge si, et seulement si, @ < 2 d’apres la question 1. Et I'intégrale J(a) converge si « > 0 d’apres la

question 5. Donc, | lintégrale f(«) converge si a €]0,2[. | De plus, Va €]0,2[, f(a) = I(a)+ J().

Dou| f(a) — 1 d’apres les questions 4 et 8.

2
La fonction ¢ : ¢ — 1=55L est continue sur R\ {0} et o (%) Koot ttf ~ 3. Donc elle est prolongeable en
—
1

une fonction continue sur R en posant ¢(0) = 3.

Etant continu sur le segment [0, 7], ce prolongement est borné et atteint ses bornes, donc il atteint
sur [0, 7] un minimum g qui est strictement positif car la fonction ¢ est strictement positive. En effet,
cost < 1 pour tout ¢ €]0, 7] et ¢(0) = 1 > 0.

Apres intégration par parties,

f(a):a/()*“l—coswdtza/o”—c%(ﬂdt

ta+1 ta+1

car la fonction ¢ +— lt_jflst est positive sur ]0, 4+o0].

™1 — cos(t) T o(t) 2" n2me
—=dt = —dt > = .
o Ea=o [ s on| | = on

— 2—«
™1 —cos(t) m?
Donc f(a) > a —ar Atz a ’
f( ) /O ta+l /1,2 -«
e o (2—a)lnm 2
Orapy—g = apo—g— ~ 575 —+ +oodonc|  fla) — +oo.




EXERCICE 3

Int
1. (a) Siz > 1, alors les bornes de l'intégrale sont dans l'ordre croissant et 117 > 0 pour tout ¢ € [1,z],
d’onr f(z) > 0.
1
Si x < 1, alors les bornes de l'intégrale sont dans ’ordre décroissant et 127152 < 0 pour tout
t € [z,1], dou f(x) > 0.
Donc| f(x) > 0 pour tout réel x > 0.
. 1 . 1 1 .
(b) On effectue le changement de variable u(t) = e La fonction u : t — n est de classe C*, d’ou :
1 1
= Inl —du = Inu 1
Vo >0, flo)= [ —u U [7 Y g (2.
» @) /1 1+u—12 u? /1 1+ u? f(x)
1 .
Donc| f(x)=f | — | pour tout réel z > 0.
x
9. Lintéeral /+°° Int dt est i 4o, O Int 1 Int 1
. L’intégrale —— dt est impropre en +oc0. Or —— = — - ———— = 0 | —> | car
g 1ye prop L+62 ~ B2 iy Ao \B2
Wt Wby i des. Bt I'inté 1/+OC dt est te d’apré
—_— ~ — par croissances comparées. intégrale ——— dt est convergente d’apres
Vit + t31/2 Vit t=too 1 t3/2

3.

+oo
nt
le critéere de Riemann en +o0o0. On en déduit que | lintégrale / Tz dt est aussi convergente.
1

Et on note I sa valeur.

1 1
Passons a la limite z — 0% dans 1'égalité f(z) = f <) : par composition de limite, on sait que f <>
x x

tend vers I. On en déduit que f(z) tend aussi vers I.

< s . 0 n .
Donc I'intégrale impropre / 7o dt est convergente et vaut aussi [.
1

(a) Soit x > 0. On effectue une intégration par partie en posant u(t) = Int et v(t) = Arctan(¢). Les
fonctions u et v sont de classe Ct, d’ou :

T Int z
= [ g = '
f@) = [ rrmit= [ w

Donc

Vx>0,

D’une part, Arctan(z) - In(x) — 0 car Arctan(z)
T—

D’autre part, f(z) — I. Donc
—

= [wv]] — /lm u'v = [Arctan(t) In(¢)]7 — /11 %Arctan(t) dt.

f(x) = Arctan(z) - In(z) — g(x).

~ xetzx ln(x) — 0 par croissances comparées.
z—0 x—0

g(x) tend vers —I quand z tend vers 0.




(b) On sait que, pour tout x > 0, g(x) = Arctan(z)-In(x)— f(x). D’une part, Arctan(z)-In(z) ~ 5 -In(x)
car Arctan(x) tend vers § quand z tend vers +oc. D’autre part, f(z) tend vers le réel I tandis que
Arctan(z) - In(x) tend vers —oo, d’ont

g(z) = Arctan(z) - In(z) + o (Arctan(z) - In(x)) ~ Arctan(z) - In(z).

Donc| g(z) ol 7 -In(x)
1— un+1 1 un+1
(@ 1+u+u?+---+u"= T =1 ~ 1 pour tout u # 1, d’olt, en posant u = —t2 :
—u —u —u
L T (_1)”t2" + (_1)”""1&
1+1¢2 1+ ¢2

pour tout réel ¢. Multiplions par In(t) et intégrons de 1 & un réel x > 0 :

n T 42n+2 n
fa) = 31 Busle) + (-ayret [T

k=0 1

dt

(b) Soit x €]0, 1]. Passons aux valeurs absolues :

T 42n+2 1 2n+4+2(_
/ t In(t) dt‘/ t (—In(t)) @t
1 T

1+ ¢2 1+1¢2

F(@) = 3 (~1)F Fay ()
k

=0

car Int < 0 pour tout ¢ € [z,1] C]0,1]. Or HLt? <1, dou

1 2n42(_ 1
/w tl(-yitl?(t))dtﬁ / £ (= In(t)) dt = Fonya(@).

S F2n+2 (l’)

Donc ’f(ac) — Z(—l)k For(x)

k=0

(c) On integre par partie en posant u(t) = kt—:l et v(t) = Int. Les fonctions u et v sont C*, d’ot :

x

x x tk‘+1 x tk+1 1 xk+1 l,k+1 -1
F = 'v = T — "= Int| — ~dt = Inz — )
k() /1 u'v = [uvl]] /1 uv [k—i—lnL /1 P k+1n1: e

1
On passe a la limite  — 01 dans cette égalité : lim Fi(x) = ———=
P & Jm F@) = 5=y

par croissances compa-

rées. L’inégalité large de la question (4b) passe a la limite x — 07 :

1 1
= z_:(_l)k (2k +1)2 = (2n +3)2°




& 1

Grace au théoreme des gendarmes, on conclut que la série Z(—l) W

converge et que

oo

1
I= Z(_nkm.

k=0

EXERCICE 4 (TIRE DE CENTRALE 2011 TSI)

. Pour tout 2 > 0, f(x+1)—g(z+1) = (%—f(x))—(%—g(x)) =—(f(z)—g(x)),dou f(z+2)—g(z+2) =

—(f(x+1)—gx+1)) = f(x) — g(x), donc| [ — g est 2-périodique.

De plus, les fonctions f et g tendent vers 0, donc 1+1m(f —g) = 0. Soit alors x € R% fixé. La fonction
h = f — g est 2-périodique, d’on, pour tout n € N, h(z) = h(x + 2n) — 0. D’ou h(z) = 0 et,
n—oo

le choix de x étant arbitraire dans RY, la fonction h est nulle sur RY, i.e. f = g sur R}. Donc

la solution de (5) est unique, si elle existe.

. L’intégrale F(z) est impropre en +00. Or tl% qui ne change pas de signe. Et I'intégrale

I CE=) RN
1+OO tl% dt converge si, et seulement si, 1 + x > 1. L’intégrale F(x) est de méme nature et converge
donc si, et seulement si, z > 0.

v 1
. Pour tout ¢t € [1, +o00] =1 - . Do, pour tout z > 1, / G dt = [In(t) —In(t 4+ 1)]7 =
1

t+1° + 1)

|
In(z) —In(z+1)+In2. Or In(z) —In(z+1) = —In(1+1) 2 In(1) = 0. D’on / s dt 2 In 2.
x oo 1 x o0

_1
» E(E+1)

Donc| F(1)=In2.

Le changement de variable u = v/t est de classe C' sur [1, 4+o0[, avec du = 2%/2 dt, d’ot :
Vo > 1, / — = 2/ Y —2Arctan(r) - 25 — 28 —2% Donc| F(L) =1z
1 VEt+1) L 14w 4 aoteo 2 T4

. Soient x1 > xo > 0. Pour tout t € [1,400], tzl(11+t) < m(ll_m. En effet, Int > 0 car ¢ > 1. D’ou

—z1Int < —zolnt et t7% < ¢7%2 par croissance de exponentielle. D’ou F'(z1) < F(z3) par croissance
de l'intégrale. Donc la fonction F' est décroissante.

. Pour tout (x,t) €]0, +00[x[1, +o0], tm(11+t) - tm+1:(l1+t) = l%-t (% + =1) = @71, doun

F(a)+ F(z+1) = [t 1o dt = [
. Trois méthodes :

e La fonction F est positive et F(z) + F(z + 1) = £ d’apres la question 5, d’ott 0 < F(z) < I, donc
F(x) " 0 d’apres le théoreme des gendarmes.
r—r+00

p—l-wtl :| +oo

—1-a+1 ], T

e La fonction F posséde une limite ¢ (éventuellement infinie) en +o0o d’apres le théoreme de la limite
monotone car F' est décroissante d’apres la question 4. Cela permet de passer a la limite dans
I’égalité de la question 5 : £+ ¢ =0, donc £ = 0.



10.

11.

12.

e Soit > 1 : pour tout ¢t > 1,0 < H(H_” tl’ dou 0 < F(x) < 1+°° % = ﬁ par croissance de

I'intégrale. On conclut avec le théoréeme des gendarmes.

. Pour tout > 0, 2 + 1 > 1, d’ou (par décroissance de F') : F(x 4+ 1) < F(1). De plus, F(z +1) > 0. On

en déduit que 0 <1 —F(z) < F(1). On en tire un encadrement de F(z) : = — F(1) < F(z) < 1. On

x

divise par 5 1 — :EF (1) < F%’? < 1. Quand z tend vers 0%, les deux « gendarmes » tendent vers 1,

donc F(z) ~ 1.

z—0t ¥

. De la décroissance de la fonction F, on déduit que, pour tout = > 1,

F(a:Jrl)SF(az)gF(xfl) d’on F(x )+F(1:+1)<2F( )< F(z—1)+F(z).Or Flx+1)+ F(z) =1
et F(x — 1)+ F(r) = —5. On divise par - : 1 < 2F(z) < -%5. Quand x tend vers +oo0, les deux

x—1 X

« gendarmes » tendent vers 1, donc| F(z) ~ .
Tr—r+00

La suite %ﬂ (bien définie car x > 0) tend vers 0 en décroissant. Donc, d’apres le théoréme des séries

alternées, | la série 3" & +m " converge.

Dune part, Vo > 0, G(z) + G(z + 1) = 1 par un télescope. D’autre part, d’apreés le théoréme des séries

oo
—1)»
alternées (dont les hypothéses ont été vérifiées & la question précédente), la somme G(x) = Z u est

n+x
n=0
encadrée par deux sommes partielles consécutives. D’ou Vz > 0, T — 1$ < G(z) < L. Par le théoreme
des gendarmes, G(x) - 0. La fonction G vérifie donc le system ( )
xr—r+00

La fonction F aussi d’apres les questions 6 et 5. Donc les fonctions G et G sont égales d’apres la

question 1.

En particulier, si x = 1, alors Z ct 1)" =G(1) = F(1) = In2 d’aprés la question 3, donc| > % =In2.

n=0 n=0

. k n=k+N+1 oS} _1)yn—N-1 oS _1)n
Soit N e N: G(N +2) = Z k+N+2 = % =(-)¥t 2 (n+)1 :
k=0 n=N+1 n=N+1
(= N+1 (—1)N+! U .
Donc, %: e = (-D)NTG(N +2) Mo SN d’apres ’équivalent de la question 8.
n=N-+ o0




