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Réduction

Exercice 1. Soient n € N*, K=R ou C, A € M,,(K) et 0,, la matrice nulle de M,,(K).
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1. Montrer que la matrice B = ( A ) est diagonalisable si, et seulement si, la matrice A I'est.

On
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2. (a) Montrer que la matrice C' = (A A) est semblable a (On Ad In)
(b) Montrer que, si C' est diagonalisable, alors A Dest.

(c) On suppose A diagonalisable. Montrer que C' est diagonalisable si, et seulement si, —1 ¢ Sp(A).
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1. La matrice P = ( 0, —A

) est inversible (son inverse est %P) et P"'BP = ( ) = B’ est donc semblable & B.

Si A est diagonalisable, alors il existe Q € GLy,(K) telle que Q" AQ = D est diagonale. La matrice R = (OQ OQ") est
n

-1
alors inversible (son inverse est (% Qofl>) et R-1B'R = (OD 05) est diagonale, ce qui prouve que la matrice B
n n

est diagonalisable.

Si B est diagonalisable, alors il en est de méme de B’. Il existe donc un polynéme II annulateur de B’ et scindé & racines

. II(A) On,

!
simples. Or II(B’) = ( 0 TI(—A)
simples, donc A est diagonalisable.

I, On . . . In On 1 {0, In R
_I, In) est inversible (son inverse est (In I’n,)) et PTCP = (On A In) = C’ est donc

), d’ott TI(A) = 0y, d’ott le polynoéme II est annulateur de A et est scindé & racines

2. (a) La matrice P = (

semblable a C.
(b) S la matrice C est diagonalisable, alors elle posséde un polynéme annulateur II scindé & racines simples. Or

e’ = On * . D’ott II(A + I,) = Oy, Le polyndme II est ainsi annulateur de A + I, et est scindé &
0, I(A+1I)

racines simples, d’ou A + I, est diagonalisable, donc A ’est aussi.
(c) Tl existe Q@ € GLn(K) telle que Q71AQ = D est diagonale car A est supposée diagonalisable. La matrice

_ (In On . . . In O0p A [On *
R = (On Q) est alors inversible (son inverse est (On Q_l)) et RT'C'R = On D41,

caractéristique de C' est donc xc(X) = X™ xp+1,, (X) et, par suite, Sp(C) = {0} U Sp(D + I,).

). Le polynéme

Si —1 € Sp(A), alors 0 € Sp(D + I), d’ou la multiplicité mo de la racine 0 dans la polynéme caractéristique
Xc(X) est supérieure & n + 1. Or la dimension du sous-espace propre Eg(C) est égale & n car rg(C) = n. D’ou
mg > dim Eo(C), donc C n’est pas diagonalisable.

Si —1 ¢ Sp(A), alors 0 ¢ Sp(D + Ir,), d’out dim Ep(C) + Z E\(C) =n, donc C est diagonalisable.
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