Colle 08 suites de fonctions

MARTIENNE Lucie

Exercice 1. © Soit (fn)nGN définies sur I :] — 71'77'([ par
sin® nz
nsinx

Etudier la convergence simple ou uniforme de la suite (f,,) sur tout ou partie de l'intervalle I.

du
1+un

1
Exercice 2. Déterminer un développement asymptotique de u, = / en o (1 /n2)
0



Solution 1. On a 1

nsinz’

Vn > 1, Vo € I\ {0}, [fu(z)| <

On a donc convergence simple sur I de la suite (f,) vers la fonction nulle (la convergence simple en
0 est évidente) mais on n'a pas de convergence uniforme vers la fonction nulle car si x, = —, alors
n
. 2
nglfoo fn(xy) =sin”1 # 0.
Par contre sur tout segment de la forme [—m + §,0] ou [0, 7 — 4], on a

1

nsind’

Vn>1, Yo e I\ {0}, |fo(z)| <

qui donne la convergence uniforme.

1/n

1
Solution 2. On pose I, = / Y dv. Le changement de variable v = u"™ donne :
0

1+v

1 1
1 —u” 1

un—lz/ du—lz/ Y du=—-1,
o 14+un o l+un n

On cherche le développement asymptotique de I,, a l'aide du théoreme de convergence dominée.

) ) 1/n )
— Terme d’ordre 0 : La suite de fonctions fp, : v — 'iﬁ converge simplement sur ]0,1] wvers
1 1

v Elle est dominée par la fonction intégrable v — T sur [0,1]. Done limy, 5400 I, =

fol mpdv=Mm2. Onal,=In2+o(1).
1 ,Ul/n -1 1
— Terme d’ordre 1 : On étudie la limite de n(I, — In2) = / ———— ——dv. L’ntégrande
——. En admettant la domination (par exemple par |Inv|/(1+v)

converge simplement vers v — In(v) e

qui est intégrable), on obtient :

1 2
. Inv T
nkffm””n—m)—/o o=

Donc I, =In2 — %2” +o(1/n).

En injectant ce résultat dans l’expression de uy, :

1 1 In2 2 n 1 1 In2 n 72 n 1
un = —_ — n e — o —_ frd —_— _ 0 J—
n 12n n n 12n2 n?



MOREL Jules

Exercice 3. On définit la suite de fonctions (f,,)nen sur R par
Vn e N*, Vx € R, f,(x)=mnsin (f) .
n

1. La suite (f)nen~ converge-t-elle simplement et vers quelle fonction ?
2. La convergence de la suite (f,)nen+ est-elle uniforme sur R ?

3. La convergence de la suite (f,,)nen est-elle uniforme sur [—a,al, a > 07

1
Exercice 4. Pour tout n € N, on pose : I,, = / — dt.
0

a) Montrer la convergence de I,,.
b) Etudier la convergence et la limite éventuelle de ( I, ).

¢) Trouver un équivalent simple de I,,.

Solution 3.

Solution 4. 1/ Pour x = 0, on a f,(0) = 0 pour tout n. Pour x # 0 fixé, f,(x) ~ x donc f, converge
simplement sur R vers la fonction x — x.
2/ Pour x, =n, on a

lim fo(x,) — f(z,) = lim n(sin(l) —1) = —c0

n—-+o00 n—-+o00
donc on n’a pas la convergence uniforme sur R.
3/ Sur le segment [—a,al, on étudie la fonction g,(z) = fn(z) — f(z), g, (x) = cos (£> — 1 qui est
n

décroissante négative sur [—a,a] et donc |gn(z)| < |gn(a)| = a — nsin g qui tend vers 0 et donc on a la
n

convergence uniforme sur tout segment.

Solution 5.
a) Convergence de I,
t”+1 In
La fonction fp : t — T 2 sit#0 et 0 sinon est continue et négative sur [0, 1].

En1:Onposet=1—h avech — 0.

Fo(l—h) = (1 —h)"* 1 In(1 — h) (11— h)" 1 In(1 — h) L-(=h) 1
" B 1—(1—h)? N 2h — h? h—o+t 2h 2
La fonction se prolonge aussi par continuité en 1 en posant f(1) = f%. I, est bien définie.



b) Limite de (I,,)

t"tlint
1-—1¢2
— Pour tout t €]0,1[, la suite (t"*1),, converge vers 0. Donc lim, o fn(t) = 0. La suite de
fonctions (fy) converge simplement vers la fonction nulle sur]0,1][.

On applique le théoréme de convergence dominée. Soit f,(t) = sur]0,1].

— Hypothése de domination : Pour tout n € N et t €]0,1[, on a 0 < t"*1 < t. Ainsi,

t|Int
lfn®)] < 1| nt2| = —fo(t). La fonction majorante —fy est intégrable sur 10,1 (d’aprés la
question a).

Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que :

1
lim In:/0~dt:0
n—+o00 0

Equivalent de I,

tint tint

- t2> dt. Posons g(t) = 1
pour t €]0,1[. On a vu en a) que g est prolongeable par continuité sur [0,1] en posant g(0) = 0
et g(1) = —1/2. Nous allons montrer que (n + 1)I,, — g(1). Effectuons le changement de variable
u =" dans Uintégrale I,,. On at = wrT et dt = L luﬁfldu,

n+

1 1
n 1 1 1 1 1
I = ntl ntl 'n,+l_1d — n+1 ) d
o= [ ettt e = o [ gt

1
On cherche le comportement asymptotique de I, = / t" -
0

Donc (n+ 1)1, = fol hy(u)du avec hy(u) = g(u"%rl)
— Pour tout u €]0,1], lim, 1o W = 1, donc par continuité de g en 1, lim, 4o hpn(u) =
g9(1) = —1/2.
— La fonction g étant continue sur le segment [0, 1], elle est bornée par une constante M. On a
|hn(u)| < M pour tout w €]0,1], et la fonction constante M est intégrable sur [0,1].

Par le théoréme de convergence dominée :

lim (n+ 1)1 /1 L) gy = -1
1m n = —— —_— =
n—>+oon 0 2 v 2

~1/2 1
I /

" n—stoo m+ 1 n—too o

On en déduit I’équivalent :




PERRAUD Gaélle

Exercice 5. O Pour zx € [0, g], on pose fp(z) = (n+ 1)sinz cos™ z.
1. Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (fy,).

s s
2. Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de la forme [d, 5~ 0 avec 0 < 0 < 5"

3. Calculer < / i fu(t) dt). La convergence de la suite est-elle uniforme sur [0, g] ?
0

Exercice 6. f est une fonction C? de [1,+o0[ dans R, on pose
n x
fn:mzl»—>5<f(x+g)—f(m)).

Etudier la convergence simple de (f,).
Ici, f(z) = In(x). Montrer que la convergence est uniforme.

Ici f = cos. Montrer que la convergence n’est pas uniforme.

Ll

On suppose que = — zf”(x) est bornée.
Mountrer que (f,,) converge uniformément.

f(z)

Si on suppose de plus que converge en 400, qu’en déduire sur le comportement de f’ en 400 ?



Solution 6.
1. Pour €]0, g]

De plus, f,(0) =0.
La suite (f,) converge donc simlement vers la fonction nulle.

, |cosx| <1 et donc 11111 (n+1)sinxcos™ t z = 0 (le critére 41 /u, par exemple!).
n—-+0oo

™
2. La convergence est uniforme sur [9, 5] On écrit alors
(n+1)|sinzcos™ z| < (n+ 1) cos™ 4.
D’ou la convergence uniforme.

z .
3. / fa(t)dt = [— cos"t1 x]O/Q. Si la convergence était uniforme sur [0, g], on aurait
0

lim /j fn(t)dt:/oj lim f,(t)dt=0.

n—-+oo n—-+oo
Solution 7.
1. Converge vers f'
1
2. |fu(z) =1/z| = =|nln(1+1/n) = 1] < |nln(1+1/n) — 1] — 0.
x

(=)

1
3. fn(nm) —sin(nw) = 2——— ne tend pas vers 0.
7r

4. Par Taylor-Lagrange,

@) = '@ = |2 (1 (24 2) = 1@) = £ @)] < Zsup .0+ /]| 17| < C/n

n
d’ou la CU.
Par CU, on applique la double limite : Soit | = EI_iI_l f(z)/x.
. / _ . .
S = B L )

= lim n lim <(1+1/n)

n—+oo x—+o0o

I sofn) _f1)
x+z/n x
= nl/n=1



