Colle 07 Réduction

COFFRE Marius

Exercice 1. Soit F un espace de dimension finie n et u un endomorphisme de E.
On suppose que u est diagonalisable.

1. Montrer qu’un sous-espace G de FE est stable par u si et seulement si G admet une base composée
de vecteurs propres de u.
2. Montrer que tout sous-espace de FF admet un supplémentaire stable par u.

3. Réciproquement, soit v un endomorphisme de E tel que tout sous-espace de E admet un supplé-
mentaire stable par v. Montrer que v est diagonalisable.

Exercice 2. On rappelle quune matrice M € M, (C) est dite nilpotente si et seulement si il existe p € N*
tel que MP = 0.
Une matrice M € M,,(C) est dite idempotente si et seulement si il existe p € N* tel que MP = I,,. Si M
est idempotente on définit son indice d’idempotence par ind(M) = min{p € N* | M? = 1,}.
1. Question de cours. Soit M € M,,(C) nilpotente. Montrer que M™ = 0.
2. Soient A, B € M, (C) telles que A + tB soit nilpotente pour n + 1 valeurs distinctes de ¢ dans C.
Montrer que A et B sont nilpotentes.
3. Donner deux matrices A, B € M3(C) telles que Vt € C, A+ tB est idempotente, et AB # BA.
4. Soient A, B € M,,(C) telles que Vt € C, A + tB est idempotente. Montrer que A est idempotente
et B est nilpotente.
5. Soient A, B € M;3(C) telles que Vt € C, A + tB est idempotente. Montrer que A et B sont
simultanément trigonalisables.

6. Indépendant de ce qui précede. Déterminer M € M3 (Z) idempotente avec ind(M) = 6.



Solution 1.

. St G admet une base composée de vecteurs propres de u, alors G est stable par u. Récirproque-

ment, si u est un endomorphisme diagonalisable, alors l’endomorphisme induit G — G est encore
diagonalisable car m, (@) = 0 et m, simplement scindé.

Soit G un sous-espace de E et g une base de G.

Soit e une base de E de diagonalisation pour u.

On peut compléter g en une base de F par une sous-famille €' de e.
H = Vect(e') convient.

Par récurrence sur la dimension de E : n.

-> Quand n =1 : tout endomorphisme est diagonalisable.

-> Pour passer du rang n au rang n+ 1 : soit E de dimension n + 1.

Soit D une droite de E.

Elle admet un supplémentaire H stable par v.

H lui-méme admet un supplémentaire D’ stable par v.

1l reste a prouver que l’endomorphisme w induit par v sur H est diagonalisable.
On lui applique Uhypothése de récurrence :

(*) Soit G un sous-espace de H.

G admet un supplémentaire dans E stable par v : G'.

(*) On pose F = HNG'. F convient car :

(**) F est un sous-espace de H et il est stable par v donc par w.

(¥**) FNG est réduit au vecteur nul.

(¥***) F+ G = H vu que G' + G = E et en détaillant. On peut aussi passer par les dimensions en
remarquant que £ = H + G’.

Solution 2.

1.
2.

Le plus simple est d’utiliser une trigonalisation. Sinon, noyauz itérés.

Pas tres original... Les coefficients de (A + tB)™ sont polynomiauz en t de degré < n, et possédent
n + 1 racines, donc sont identiquement nuls. ¥t € C, (A +tB)". En particulier (t =0), A™ = 0.
De plus les coefficients de t™ sont ceux de B™ (A+tB)" = A" +t..+ ...+ t"" L. +1"B"), donc
B" =0.

1 e f 0 a b
A=|0 -1 g| (i estle complexe) et B=— |0 0 c| aveca,...,g quelconques conviennent :
0 0 =1 0 0 0

sp(A+tB) = {1,—1,i}, donc A+tB est diagonalisable et (A +tB)* = I3.

C n’est pas dénombrable, donc il existe d € N* et Z C C infini tels que ¥Vt € Z, ind(A +tB) = d.
On se five de tels d et Z. Alors (A +tB)4 = A% 4 ... +t4B? = I, pour une infinité de t donc par
argument de polynoéme, A® = I,, et B = 0.

Par un changement de base on se ramene a B triangulaire. A = (CCL Z et B = 8 8) En disant
par exemple que Vt € C, |det(A + tB)| =1, on obtient ce = 0. Sie =0, B =0 donc c’est bon, et
si c =0, A est triangulaire, donc c’est bon aussi.

XM est a coefficients entiers et unitaire. On voudrait que ses racines complexes soient racines
primitives 6émes de Dunité. (X — ™/3)(X —e™/3) = X2 — X 4+ 1 convient.

. a b
SzA-(C d

Question supplémentaire (un peu répandu) : pour toute matrice idempotente M € Ms(Z), ind(M)
divise 12.

,onveuta+d=1etad—bc=1.a=1,d=0,b=1 et c=—1 conviennent.



LE COZ Marius

Exercice 3. Soit A € M,,(K) avec K = R ou C. On note P4 son polynéme caractéristique et p4 son
polynéme minimal de A.

1. Caractérisation d’une matrice trigonalisable, (diagonalisable) a I'aide de P4 et pa.
2. On pose K =R.
(a) Montrer que si P4 est scindé, alors Pyx est scindé pour tout k € N.
(b) Montrer que si P42 est scindé & racines toutes positives, alors P4 est encore scindé.
(¢) Donner un exemple ot P4 n’est pas un polynome scindé, mais P4s 'est.
3. On pose K=C.
(a) On suppose que pour tout z € C", il existe p € N* tel que AP(x) = z. Montrer que A est
diagonalisable.
(b) Montrer que si A n’est pas diagonalisable, alors il existe x € C™ et A € C tel que (A—\I,,)%x =0
mais (A — Al,)z # 0.
(c) On suppose que A est inversible et que pour tout x € C", supgez||A¥(2)|| < +o00. Montrer que
A est diagonalisable.



Solution 3. 1/ Cours. 2.a/ Si Py est scindé, alors A est trigonalisable, donc A* aussi et Pyx est scindé.
2.b/ Soit X une valeur propre complexe de A, alors A\ est une valeur propre de A% : on pose A = a+if3, et
Uhypothése sur les valeurs propres de A% implique que (o — %) +i(afB) > 0, donc af =0 et a®>— 2 =0
et nécessairement 8 = 0. On en déduit que toutes les valeurs prores de A sont réelles et Py est scindé
dans R[X].

2.c/ Supposons que Py = X? + X + 1, polyome non scindé, alors A> = —A? — A= —1I et P§|(X —I)3.
0 1

-1 -1

3.a/ Soit (e1,-+- ,e,) la base canonique de C™ et soit p; € N* tel que APi(e;) = e;. Sip est le ppem des
pi, alors AP est la matrice identité, donc AP — I,, = 0. On en déduit que P4|XP? — 1 et donc n’a que des
racines simples. Il est scindé puisque ['on est dans C, la matrice est diagonalisable.

3.b/ Si f est endomorphisme en dimension finie, si la suite des noyauz ou des images de f* est stable
au rang kg, elle devient constante. Si A n’est pas diagonalisable, il existe une valeur propre A tel que
Uespace caractéristique associé Ey = ker(A — M,,)® et E # ker(A — \I,)*" !, a > 2. On en déduit que
ker(A — AI,,) # ker(A — \I,,)?%, ce qui donne le résultat.

3.c/ On remarque que si \ est une valeur propre (# 0) de A, alors \=! est une valeur propre de A=1. On en
déduit facilement que A est de norme 1, sinon le sup n’existe pas. De plus, si A est diagonalisable avec que
des valeurs propres de modules 1, il est clair que le sup existe. Enfin, si A n’est pas diagonalisable, il existe
donc x et X\ comme précédemment et |\| = 1. En posant, posant y = Ax — Az, on a AFz = kAF~lz + Ny,
dont le module tend vers +00. Donc A est diagonalisable.

On prend par exemple A =



VIK Marius

Exercice 4. Soient n dans N* et A dans M,,(R). On dit que A est bien posée si, pour tout C' € M,,(R),
il existe une unique M de M., (R) telle que M A+ AT M = C. On note S, I'ensemble des valeurs propres
complexes de A.

1. Soient X et Y deux vecteurs propres complexes de A”. On pose B =Y X7T.
Calculer BA + AT B.

2. On suppose que S4NS_4 # 0.
Montrer qu’il existe B dans M,,(C) \ {0} telle que BA+ ATB = 0.

3. On suppose S4 N S_4 = 0. Montrer que x(—A”) est inversible.
4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit bien posée.

5. On suppose que tous les éléments de S, ont leur partie réelle dans R* . Montrer qu’il existe une
unique M dans M,,(R) telle que M A+ ATM = I,,.



Solution 4.

1. Si X etY sont associés respectivement aux valeurs propres A, et Ay, alors ATB =ATXYT =\, B
et BA=X(ATY)T = \,B.
Soit pa est 'endomorphisme de L (My(R)), M — MA+ ATM. Alors, A\, + A\, est valeur propre
de ¢ de vecteur propre (non nul) associé B.

2. 81 SaNS_4#0, alors il existe X € S(A) telle que —\ € S(—A) = —S(A).
La derniere égalité, car A est trigonalisable dans C et —A a donc une diagonale avec les opposées
de la diagonale de A. Mais Sa = Sar. On applique la question précédente a X vecteur propre non
nul de AT associée a \ et Y wvecteur propre de AT non nul associé & —\ On obtient B # 0 telle que

BA+ ATB =0.

Mais “A bien posée” est par définiton équivalent a “p 4 injective”. Danc A n’est pas bien posée.

3. 81 SanNS_4 =0, alors pour toute valeur propre A € Sa, =\ & Sa, donc xa(—X) #0.
On sait que —AT est trigonalisable dans C et que sur la diagonale apparaissent les valeurs de — AT
qui sont les mémes que celles de —A, qui sont de la forme —\ avec A € S4.
Or, si A semblable ¢ une matrice triangulaire T) de diagonale D(T) = (A1,--- , \n), alors —AT est
semblable & —T7 et sa diagonale D(=TT) = (=A1,-++ , —An)-
Mais alors x 4(—=T7T) est encore une matrice triangulaire et sa diagonale vaut

D(x(=T") = (xa(=A1), -+, xa(=An))-

On a montré que la diagonale n’a des éléments non nuls, donc est inversible.

4. Montrons que 4 est injective si et seulement si S4 N S_a = 0.
La question 2 montre <.
Pour = : On suppose que BA+ ATB = 0. Alors BA = —AT B. On vérfie par récurrence sur k que
pour tout k € N, BA¥(= —AT)FB.
On en déduit que pour tout polynome P € C[X], BP(A) = P(—AT)B.
On applique cette propriété a xa, et ainsi Bxa(A) = x(—=AT)B. Mais le théoréme de Cayley-
Hamilton nous dit que xa(A) = 0. Donc xa(—AT)B = 0. Mais avec la condition de I’hypothése,
la question 3/ affirme que xa(—AT) est inversible. Donc B = 0 et w4 est injective et A est bien
posée.

5. On applique la proposition démontrée au 4/ a A.
Comme Re(S(A)) C R*, il est clair que Re(S(—A)) C RY et donc leur inersection est vide.
Donc A est bien posée. On en déduit que @4 est injective, donc bijective car endomorphisme en
dimension finie. Cela nous assure Uexistence et l'unicité d’une solution au probléme posé.



