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Exercice 1. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie par
fo(z) =2"In(z) si x€]0,1] et f,(0)=0

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, 1]. Vers quelle fonction f?

2. Dresser le tableau des variations de chaque fonction f,. La convergence de la suite (f,,) vers la fonction
f est-elle uniforme sur [0, 1] ?

1. fn(0)=0 — 0;siz€]0,1], alors fp(xz) =z In(z) — Ocarz™ — 0; fr(1) =0 — 0. Donc la suite de fonctions
n—oo n—oo n— oo n—o0
(fn) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle f : [0,1] = R, x +— 0.
2. Soit n € N*. On étudie les variations de fn, : Vx €]0,1], f.(z) = 2”1 - [nIn(x) + 1].

T 0 e~ 1/m 1
fa(@) - 0 +
0 0
fn(2) p ) /
ne
R 1 .
D’ot max |fn(z) — f(z)] = — — 0. Donc la convergence est uniforme.
z€[0,1] ne n—oo

Exercice 2. Soit une constante k € R. Soit, pour chaque n € N*, la fonction
fr o [0, +00[= R, x> nFre .

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement : vers quelle fonction f ?
2. Pour quelles valeurs du réel k la convergence est-elle uniforme sur Ry 7
3. Soit a > 0. Pour quelles valeurs du réel k la convergence est-elle uniforme sur [a, +o00[?

1. Soit x € Ry :
— siz =0, alors f(0) = 0 tend vers 0 quand n tend vers oo}
— six > 0, alors fn(z) = nFze="% tend vers 0 quand n tend vers oo par croissances comparées.
D’oti la suite de fonctions (fr) converge simplement vers la fonction nulle f : [0,40c0[— R, z — 0.

2. Chaque fonction f,, est dérivable et f/, () = nF(1 — nz)e="*, d’ol1 le tableau des variations :

x 0 1/n

fo(@) + 0 -
nF=T/e

fn(x) / p

0
nk—1

On en déduit que sup |fn(z) — f(x)| = tend vers 0 si, et seulement si, £ < 1.
zER

e

Donc la convergence est uniforme sur R4 si, et seulement si, £ < 1.



3. Soit a > 0. Chaque fonction f,, est décroissante sur [%, +oo[. Or, & partir d’un certain rang : a > %, d’out la fonction

fn est décroissante sur [a,+oo[, d'ott  sup  |fn(z) — f(z)| = fa(a) = n*ae " tend vers 0, donc la convergence est
z€[a,+oo
uniforme sur [a, +00[, quelle que soit la valeur de la constante k.

Exercice 3. Soit, pour chaque n € N*| la fonction f, : [0,+oo[— R, = — . Montrer que la suite de

nx
14+ nx
fonctions (f,) converge simplement vers une limite f et déterminer cette limite. Montrer que la convergence

n’est pas uniforme sur Ry . Ni sur R% . Mais qu’elle I'est sur tout intervalle de la forme [a, +oco[, olt a > 0.

Siz =0, alors f,(0) =0 — 0. Siz > 0, alors fp(z) — 1. D’ou la suite de fonctions (fn) converge simplement vers la
n— oo n—o0

Osiz=0
lsiz>0
alors que les fonctions fy, le sont.

fonction f : Ry - R, =z — { . La convergence n’est pas uniforme sur Ry car la fonction f n’est pas continue sur R

Autre méthode : Pour chaque n € N*| soit u, = % Cfn(un) — flun)| = % ne tend pas vers 0 quand n tend vers I'infini. D’ou

sup |fn(z) — f(x)| ne tend pas non plus vers zéro. Donc la convergence de la suite (fy) n’est pas uniforme sur Ry. Ni sur
z€[0,+ 00
R* car, pour chaque n € N*, un € RY.

Soit @ > 0. Pour tousn € N* etz > a,0 < |1 — fn(z)| = 1+1n$ < ﬁ qui est un majorant. D’ot1 0 < [sup [|f(:c) — fa(2)| <
z€la,+oo

car le sup est le plus petit majotant. Or % —> 0. Dot sup |f(z) — fu(x)] —> 0 d’apres le théoréme des
1+ na +7e nooo z€la,+oo[ nree

gendarmes. Donc la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [a, +00].

Exercice 4. Soit, pour chaque n € N*, la fonction

frn [0, +00[—= R, x+— Arctan (m) .
1+ nx

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [0, +o0o|. Vers quelle fonction f?
2. Pour chaque n € N*, dresser le tableau des variations de la fonction f — f,,.
3. La convergence de (f,) vers f est-elle uniforme sur [0, +o00[?

1. Siz =0, alors f,(0) = Arctan(n) —

— 00

WP

Siz > 0, alors frn(zx) - Arctan% = § — Arctan(z).
n oo

Donc, pour tout z € [0, +00[, fn(x) vl f(z) = § — Arctan(zx) et cette fonction f est continue.

2. La fonction gn = f — fn est dérivable et, pour tout > 0 :

1+ nx , —2(1 4 2nz + 22
gn(x) = Arctan( P ) — Arctan(z) et gp(z)=/---/= [(z+n)2(+(1 ) ()1+x2) <0,

d’ou le tableau des variations :

0 +o0

Arctan®
n

gn(x) ¢

—Arctant
1.

1
3. Dot sup |gn(x)| = max (‘Arctanf
z€[0,+o00[ n

1 1
,‘—ArctanfD = Arctan— — 0.

n n n—oo

Donc la suite de fonctions (fr) converge uniformément sur [0, +oco| vers f.



Exercice 5. Soit une suite de fonctions f,, :]0,1[— R convergeant simplement sur ]0, 1] vers une fonction f.
On suppose que :
1. chaque fonction f,, est croissante. Montrer que f ’est aussi.
2. chaque fonction f,, est bornée. Montrer que f ne ’est pas nécessairement. Ft si la convergence est
uniforme ?
3. chaque fonction f,, est polynomiale. Montrer que f ne I’est pas nécessairement. Et si la convergence est
uniforme ?

On notea=0et b= 1.

1. Soient deux réels z1 et z2 de ]a,b] tels que 1 < x2. Pour chaque n € N, la fonction f, est croissante, d’ol les réels
Un = fn(x1) et vy, = fn(x2) sont tels que up < vp. Or limu, = f(21) et limv, = f(x2) car f, converge simplement vers
f. Les inégalités larges passent a la limite, d’ou lim uy, < limvy,. D’ou f(z1) < f(z2). Donc la fonction f est croissante.

2. La fonction f :]a,b[— R, z m n’est pas bornée. Mais c’est la limite simple de la suite (fn)nen+ des fonctions
; 1 1
+<z<b-—-=
fl@)siat n="%= n qui sont bornées.

fn :}a,b[ﬁ\R,m»—){ .
0 sinon

.

.3}\. ’

Zx

b

FIGURE 1 — UNE SUITE DE FONCTIONS BORNEES QUI CONVERGE SIMPLEMENT VERS UNE FONCTION NON
BORNEE.

Et si la convergence est uniforme, alors sup |fn(z)— f(x)| e 0. Il existe donc N € N tel que sup |fn(z)— f(z)] < 1.
z€]a,b[ nreo z€]a,b[

Or, pour tout z €la,bl, f(z) = f(x) — f(x) + fi(x), doit [f@)] < |f(2) — fx (@) + |fx(@)] < 1+ M, on M est un

majorant de la fonction |fn| (un tel majorant existe car la fonction fn est bornée). Donc la fonction f est bornée.

n
3. La suite des fonctions P, :]0,1[— R, t — Z t* converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction f :]0,1[— R, t — %_t car
k=0
+1
Vvt €]0,1[, Pn(t) = 1—1t:‘t — ﬁ Chaque fonction P, est polynomiale mais la fonction f ne ’est pas.
n—oo

n

Et si la convergnce est uniforme ? Non plus, car voici un contre-exemple. La suite des fonctions Qn :]0,1[— R, t — Z (t/2)k
1

k=0
converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction g :]0,1[— R, ¢ — =G Chaque fonction @ est polynomiale mais la

fonction g ne ’est pas.

n+1
Pourtant, la convergence est uniforme sur |0, 1] car : Vt €]0, 1], |Qn(t) — g(t)| = ‘ (f/—z()t/2)

< a2t

< /3 qui est un majorant.

1
d’ou sup |Qn(t) —g(t)]| < on Car le sup est le plus petit majorant. D’apres le théo. des gendarmes, ce sup tend vers 0.
t€]0,1[

AUTRE METHODE : soit f une fonction continue sur [0, 1], non polynomiale (par exemple, cos). D’apres le théoréme de
Weierstrass, c’est la limite uniforme d’une suite de polynémes P, sur le segment [0, 1], et donc a fortior:i aussi sur |0, 1[.

Exercice 6. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie sur R par

2"x

Il = T



1. Etudier la convergence simple sur R de cette suite de fonctions.
1
2. Calculer I, = / fa(t)dt et étudier lim I,.
0 n—-+oo

3. Montrer que la suite (f,,) ne converge pas uniformément sur [0, 1], de deux manieres : en utilisant la
question précédente et sans 'utiliser.

4. Soit a > 0. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur [a, +00[.

2m 1
1. Soit € [0,1]. Si = 0, alors fp(x) = 0. Si x # 0, alors fn(z) ~ L~ = — 0. Donc la suite (fn) converge

n—oo n2Ng2 nr n—oo
simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle f : [0,1] - R, = — 0.

1 gny 1 /1 2n2mt 1 2" du
2. In = — _dt=— A = —
o 14 n2nt2 2n Jo 1+ n2nt2 2n Jo 1+u

1 n
apres le CDV u = n2"t2 (du = 2n2"tdt). La fonction t — n2"t? est bien de classe C!. D’ou I, = 5 In(1l+w) 82 .
n

In(1+n2") In(n2")+In(l+ #) _ nln2+Inn+In(1+ ﬁ) . In2

Donc I, =

2n 2n 2n n—oo 2

! In2
3. Par l'absurde : si (fn) converge uniformément vers 0 (la fonction nulle), alors li_>rn / fn(t)dt = HT est égal a
n o0
0
1
/ ILm fn(t)dt = 0. C’est absurde. Donc la convergence n’est pas uniforme.
0 n o0

AUTRE METHODE — Pour tout n € N*, L € [0,1] et |fn () — f ()] =

n

om L ,

Thon T s 1 ne tend pas vers zéro quand n

tend vers co. Or sup|fn — f| > ‘fn (%) - f (%)|, d’ol sup|fn — f| ne tend pas vers zéro quand n tend vers oo. Donc la
[0,1] [0,1]

convergence de fy vers f n’est pas uniforme sur [0, 1].
AL 2™ 1
T B r 1

1+ n2nx? -

4. Pour tout z € [a,+00], |fn(z) — f(x)| =

< 5 < —, qui est un majorant.
n2nx nT na

1
Dou0< sup |fu(z)— f(z)] < — car le sup est le plus petit majorant.
z€la,+oof na

Donc la suite (fy) converge uniformément sur [a, +oo[ vers 0 (la fonction nulle).

Oﬂ/4 tan™(z) dz.

1. Etudier les variations de la suite (u,). En déduire qu’elle converge.

Exercice 7. Soit la suite des réels u,, =

2. Déterminer une relation entre u,_1 et u,+1. En déduire la limite de (u,).
3. Retrouver ces résultats en utilisant le théoreme de la convergence dominée.

1. Pour tout € [0, %], 0 < tanz < 1, d’ou 0 < tan™ ! 2 < tan™ z.

D’ou (croissance de l'intégrale) : 0 < f(;T/4 tan™ 1 xdx < fo‘"/4 tan” x dz. D’ol la suite (un) est décroissante. Et minorée
par 0. Donc la suite (u,) est convergente.

2. Up—1 + Upg1 = fow/4 tan” "'z - (1 + tan?z) dz. Or 1+ tan?z = tan’ .

/4 tan”® /4 1
D’olt up—1 + unt1 = / tan™ 1 (z) - tan’(z) de = [M}
0

n 0 n

Notons £ la limite de u,, (on sait que cette limite existe et est réelle car la suite (uy) converge). L’égalité up—_1 +uny1 = %

passe a la limite et devient : £ + ¢ = 0. Donc lim uy,, = 0.
3. On utilise le théoréme de la convergence dominée :

* Chaque fonction fr : [0, %] — R,z — tan™(x) est continue par morceaux (et méme continue).

Osix#mn/4

i , continue par morceaux.
lsiz=m/4

** f, converge simplement sur [0, %] vers la fonction f : [0, %] — R, z— {



/4
¥ Ve € [0,7/4], |fn(z)] <1 (fonction indépendante de n) et I'intégrale / 1dz converge.
0

/4 /4
D’ol / fn(z)dz — f(z)dx = 0. Donc up, — 0.
0 n— 00

n— o0 0

Exercice 8 (convergence dominée).

1. Montrer que, pour chaque n € N,
/ T dg
Uy = _—

1
T te®

est une intégrale convergente.

2. Montrer que la suite des fonctions f,, : [0,+oco[— R, z +—
f continue par morceaux.

converge simplement vers une fonction

0.8
0.6
0.4

0.2

1

FIGURE 2 — LA LIMITE f DE LA SUITE DES FONCTIONS f, : [0,400[—=,R, = — prampel
x (§]

3. Montrer que la suite (vy,) est une suite convergente et calculer sa limite.

1. Soit, pour chaque n € N, la fonction fn : [0,4+00[—, R, x — ——.

™ + e®
1 +oo “+oo

Vz € (0,400, |fn(z)] < — et l'intégrale / e~ " dx converge, d’ol 'intégrale impropre v, = / fn(z) dz converge.
e 0 0

e Tsizel0,1]

2. Soit z € [0, +o0] : fn(z) — siz=1 . Donc la suite de fonctions f, converge simplement sur [0, +oo[ vers la

n— oo 1+e

Osiz>1

fonction
siz=1et0sixz>1

f:[0,40[= R, z—e Fsizel0,1],
1+e

représentée sur la figure 2.
3. On utilise le théoréme de la convergence dominée :

* Chaque fonction f, est continue par morceaux.

** fn converge simplement sur [0, +00[ vers la fonction f, continue par morceaux.

1 Feo
Yz € [0, 400, |fu(z)| < (qui ne dépend pas de n) et I'intégrale impropre / e~ % dx converge.
0

= g;

“+oo “+oo 1 1 1
D’ou / fn(x)de — flz)de = / e ®dr=1-—-.Doncv, — 1——.
0 0 e n—oo

n— oo 0 e



Exercice 9. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, : R™ — R définie par
x —n
(@) = (1 7) :
fulw) = (142

1. Montrer que, pour tout t € RT, ,

t
tfggln(1+t)<t.

2. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur RT vers une fonction f et que :
Vz € RY, fo(z) > f(x).
3. Soit un réel A > 0.
(a) Montrer que, pour tout x € [0, A, |fn(z) — f(x)] < exp (‘;—;) -1

(b) La suite de fonctions (fy) converge-t-elle uniformément sur [0, A] ?

4. Montrer que chaque fonction f, est décroissante.
5. Soit € > 0. Montrer qu'il existe N € N* et A € R* tels que :

VYn >N, Ve > A, |fu(z)— f(2)] <e.

6. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur Rt 7

1. On étudie les variations des deux fonctions dérivables
2
g: Ry >R, t—t—In(1+41%) et h:R+—>R,tb—>ln(1+t)—t+5.
Pour tout t € Ry,
'(t) =1 L—L>0 et h’(t)—i 14t= r >0
I 14t T14t T
Elles sont donc croissantes sur R, or elles sont nulles en 0, donc elles sont positives sur Ry :

2
VtE>0, t— L <In(1+¢) <t

AUTRE METHODE — La concavité de la fonction In suffit en fait & montrer que : V¢ > —1, In(1 +¢) < ¢.
2. Soit x >0: fn(z) = (1 + %)771 = exp [—nln (1 + %)] . Quand n tend vers oo, > tend vers 0.

Or (développement limité) : In(1+ %) = Z 4+ Z¢(Z). Dot —nln(1+ %) = —z —xe() — —x.

n—o00

D’ou (par continuité de exp) : fn(z) — e~ *.
n— oo

Donc la suite des fonctions f;, converge simplement sur Ry vers la fonction f : Ry — R, z — e~ %.

De plus, pour tout ¢ > 0, In(1 +¢) <t (d’aprés la question 1) , d’oli : pour tous x > 0 et n € N*, —nIn(1+ 2) > —nZ,

donc (par croissance de exp) : vz >0, fn(z)> f(z).

2
3. (a) D’apres la question 1, pour tous z > 0 et n € N*, f,(z) < e Tt om
A2
D’ou, pour tout z € [0, A], fn(z) < e Fe2n
A2 A2
On en déduit que : fr(z) — f(z) <e™® [eﬁ - 1} <e?2n —1.

De plus, 0 < fn(z) — f(z) d’apres la question 2. Donc



A2

¥n € N*, Va € [0, A], |fu () — f(@)] < %7 — 1.

A2
(b) De la majoration précédente, on déduit que, pour tout n € N*, sup |fn, — f| < e2n — 1.

)

a2
Ore2n —1 — 0. D’ou sup |fn — f] — O.
n— o0 n—oo

3

Donc la suite des fonctions fn converge uniformément sur [0, A] vers la fonction f.

4. Chaque fonction fr est dérivable et, pour tout = > 0, f}(z) = —n(1 + %)*"*1 . % <0.

Donc chaque fonction f;, est décroissante sur Ry .

5. Pour tous n € N* et x € [A, 00|,
|fn(z) — e

fa(z) —e™®
fn(A) —e™% (d’apres la question 1)
fn(A) —e A 4e A —e7®

ININ

Soit € >0 :

— si A est assez grand, alors e~ 4 < %, dotte ™ —e % <

)

n|m

— si n est assez grand, alors |fn(A) — e~ 4| < 5 (car fn converge simplement vers f).

Donc JA € Ry, ANy € N* Vn > Ny, Vo > A, |fn(z) —e % <e.

6. On a montré que, pour tout A, la suite des fonctions f, converge uniformément sur [0, A] vers f, d’ot :
IN' €N*, Vn > N', Vz € [0, 4], |fn(z) — f(z)] <e.
Choisissons le A et le N de la question 5 et posons N = max(N, N’). Alors
Vn > N", Vz € [0, AJU[A, +o0|, |fn(z) —e *| <e.

Donc la suite des fonctions fp converge uniformément sur [0, +oo[ vers f.

+oo
Exercice 10. Soit une fonction f:R; — Ry continue telle que 'intégrale généralisée / f(t) dt converge.
0

1. La fonction f a-t-elle nécessairement une limite en 400 ?

2. Montrer que, si la limite existe, alors elle est nécessairement nulle.

3. Montrer que, si f est uniformément continue, alors lir}ra f(z) =0.
Tr—r+00

1. Voir un contre-exemple sur la figure et la > remarque 7 du chapitre III.

2. Raisonnons par I’absurde et montrons que si la limite est non nulle, I’intégrale ne peut pas converger absolument.

PREMIER CAS : si la limite est finie. Soit ¢ # 0 la limite de f. Il existe g € R4 tel que :
L
Vo > xo, f(x) > 3
On en déduit que :

/zf(r)de/zgdng(x—xo) —  +oo

T—+00
0 zo +



N fF————m e mm e ——

1 2 n
1-1 1+1 n—gx n+5s

FIGURE 3 — Pas de divergence grossiére pour les intégrales généralisées

et donc l'intégrale ne peut pas converger.
SECOND CAS : si la limite vaut +oo. Il existe zg € R4 tel que :
Vo > zo, f(z)>1T7.

Et on conclut comme dans le premier cas.
. Une nouvelle fois, raisonnons par I’absurde. Supposons que f(z) ne tend pas vers 0 et que f est uniformément continue.
Montrons que l'intégrale diverge. La fonction ne tend pas vers 0 , d’ou : il existe un réel € > 0 et il existe une suite (zn)nen
de réels positifs telle que zp, n:; +o00 et

vneN, f(zn)>e

Par la continuité uniforme, pour cet epsilon :
el € €
Sa> 0¥ €Ry, on —a| < 5 = |f(@) — flen)| < S (d’oh If(2)] > 5)
On peut ensuite extraire de la suite (xn,) une sous-suite (un)nen telle que :
Vn € N*,  up > up—1+a.

Finalement :

Un+g €

VnEN*,/ f(x)dx > na= — +oo.
0 2 n—oo

L’intégrale ne peut donc pas converger.



