Chapitre VII Séries de fonctions
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VII.1 TROIS MANIERES DE CONVERGER

VII.1.1 Convergence simple et convergence uniforme

DEFINITION 1

n
Soit une suite de fonctions f,,. Pour chaque n € N, la fonction S,, : x Z fr(zx) est appelée la somme
k=0

partielle d’ordre n. Soient I une partie de R et S une fonction. On dit que la série de fonctions Sfnc

1. converge simplement sur I vers S si la série de réels > f,,(z) converge pour chaque = € I. Autrement
dit, si la suite des fonctions .S,, converge simplement sur I vers la fonction S :

Ve eI, |Sn(z)—S(z)] — 0.
n—r oo
2. converge uniformément sur [ vers S si la suite des fonctions S,, converge uniformément sur I vers

la fonction S :
sup | S, (x) — S(z)] — 0.

zel n—o0

REMARQUE 2 — Si la série de fonctions Y f, converge simplement sur I vers S, alors :

1. la fonction S est définie sur I et, pour chaque z € I, S(z) = Z fe(z);
k=0

2. la fonction R, = S — S, appelée le reste d’ordre n, est définie sur I et

Voel, Ru(z)= Y ful2):

k=n-+1

3. la suite de fonctions R,, converge simplement sur I vers 0 (la fonction nulle).

METHODE 3 — La série de fonctions Y fn converge uniformément sur I vers la fonction S
<= la suite de fonctions R, converge uniformément sur I vers Q;

= la suite de fonctions f, converge uniformément sur I vers 0.
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CHAPITRE VII. SERIES DE FONCTIONS

Preuve — ( < ) Par définition, la suite R, = S — Sy, converge uniformément vers 0 si, et seulement si, la suite S, converge
uniformément vers S.

(=) fn = Rn—1 — Rn, d’olt : pour tout = € I, |fn(x)| < |Rn-1(x)| + |Rn(x)| < sup |Rpn—1(z)| + sup |Rn(z)|, d’ou
xzel zel
sup |fn ()] < sup |Rn—1(z)| + sup|Rn(z)|. Or on vient de montrer que la suite de fonctions R,, converge uniformément vers
xel zel zel

0. Donc la suite de fonctions f, aussi. O

EXERCICE 4 — Soit f,(x) = ™. Montrer que :

1. la série de fonctions >, fn, converge simplement sur | — 1,+1[ vers la fonction S : x 1
—x
2. elle ne converge pas uniformément sur] —1,+1[;

3. elle converge uniformément sur tout segment inclus dans | — 1, +1[.

VII.1.2 Convergence normale

DEFINITION 5

Soit I une partie de R. On dit qu'une série de fonctions Y f,, converge normalement sur I s'il existe une
suite de réels u,, tels que

VneNVzel, |fu(z)l <uy
et la série de réels > u,, converge.

REMARQUE 6 — La série de fonctions Z fn converge normalement sur I si, et seulement si, la série de

réels Z sup | fn(z)| converge.
zel

PRrOPOSITION 7
convergence normale — convergence unlforme — convergence S|mple

Preuve — On sait déja que : convergence uniforme = convergence simple.

Montrons que : convergence normale —> convergence uniforme.

oo oo oo
Soit z € I : |Rp(z)| = Z fr(z)| < Z |fr(z)] < Z ug. (Toutes ces séries convergent car il y a convergence
k=n+1 k=n+1 k=n+1
oo
normale.) D’out sup |Ry (z)| < rp, ot 7y = Z uy, est le reste de la série convergente Y ui. D’out 7, —> 0. Donc
zel n— 00
k=n+1

su}; |Rn ()] e 0. Donc (méthode 3) la série de fonctions Y fn converge uniformément sur I.
€

Les réciproques sont fausses : d’aprés I’exercice 4, convergence uniforme <%~ convergence simple. Et d’apres l’exercice 8,

convergence normale <7/ convergence uniforme. O

EXERCICE 8 — Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie sur R par

_ =y
fnlz) = n+ a2

Montrer que :

1. la série de fonctions > f, converge simplement sur R.
2. elle ne converge pas normalement sur R.
3. elle converge uniformément sur R.
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VIL.2. CONTINUITE

VII.2 CONTINUITE

THEOREME 9
Soient I un intervalle de R et a € I. Soit, pour chaque n € N, une fonction f,, continue en a. Si la série
> fn converge uniformément sur I vers une fonction S, alors S est aussi continue en a.

n
Preuve — Soit S, = Z fx la somme partielle d’ordre n. La suite de fonctions S, converge uniformément sur I vers S et,
k=1
pour chaque n, la fonction Sy est continue en a, d’out (théoréme V.6) la fonction S est continue en a. O

COROLLAIRE 10
Soit I un intervalle de R. Si une série Y f,, de fonctions continues sur I converge uniformément sur I vers
une fonction .S, alors S est aussi continue sur I.

EXERCICE 11 — Soit la série de fonctions > x™(1 — x). Montrer qu’elle converge simplement sur [0, 1].
Cette convergence est-elle uniforme sur [0,1] ?

THEOREME 12 (de la double limite ou d’interversion somme-limite)
Soient une suite de fonctions f,, définies sur un intervalle I et a une extrémité (éventuellement infinie) de
cet intervalle. Si la série de fonctions > f,, converge uniformément sur I vers une fonction S et si chaque

fonction f,, admet une limite finie b,, en a, alors la série de réels Y b,, converge et hm S(x Z bn

IS WACE S NAn)

n
Preuve — Appliquer le théoreme V.9 & la suite des sommes partielles S,, = Z fr- (]
k=1

EXERCICE 13 (suite de l'exercice 8) — Soit la fonction S définie sur R par
n

= (-1
_Z_:liwriﬂ

Montrer (de deuz maniéres) que : lim S(z) =
T ——+00

VII.3 INTEGRER

L’objectif du théoreme suivant est d’intégrer terme a terme une série de fonctions, autrement dit
o0 b
d’intervertir E et / .
n=0 a

THEOREME 14 (d’intégration terme & terme sur un segment)
Soient un segment [a, b] et, pour chaque n € N, une fonction f,, continue sur le segment [a, b]. Si la série de
o0

fonctions > f,, converge uniformément sur [a, b], alors la fonction Z fn est continue sur [a,b] et
n=0

/aan £) dt = Z/fn
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n

Preuve — Appliquer le théoreme V.10 & la suite des sommes partielles Sy, = Z k- O
k=1
oo In+1
EXERCICE 15 — Montrer que, pour tout x €] — 1,+1[, In(l —z)=— Z 1
n
n=0

1l existe un autre théoreme d’intégration terme a terme (que nous admettrons), qui ne réclame ni que
la convergence soit uniforme ni que l'intervalle soit un segment :

THEOREME 16 (d’intégration terme & terme sur un intervalle quelconque)
Soient un intervalle I et une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables sur I. Si :

1. la série de fonctions Y f,, converge simplement sur I vers une fonction S cpm sur I ;

2. la série de réels Z/ | fr(t)| dt converge;
I

alors S est intégrable sur T et Z/fn(t) dt = /S(t) dt.
n=0"1 1

o0
1
dx est convergente et qu’elle vaut Z 7z
k=1

+oo
T
EXERCICE 17 — Montrer que l’intégrale / 1
Jo er =

VII.4 DERIVER

L’objectif du théoreme suivant est de dériver terme a terme une série de fonctions, autrement dit

o0
d’intervertir E et —.
dx

n=0

THEOREME 18 (de dérivation terme a terme)
Soient un segment [a, b] et, pour chaque n € N, une fonction f,, de classe C! sur [a,b]. Si :

(i) la série de fonctions _ f,, converge simplement sur [a, b] vers une fonction S';
(i) la série de fonctions > f/ converge uniformément sur [a, D] ;

alors la fonction S est de classe C! sur [a,b] et Vz € [a,b], S'(z) = Z I ().
n=0

Preuve — Appliquer le théoreme V.15 a la suite des sommes partielles Sp,. O

COROLLAIRE 19
Soit k € N*. Soit une suite de fonctions f,, de classe C* sur un intervalle I. Si :

(i) pour chaque j € [0,k — 1], la série de fonctions ) f,(lj) converge simplement sur T ;

(i) la série de fonctions > #%) converge uniformément sur I

n=0

S 0o (@) 0o
alors la fonction Z fn est de classe C¥ sur I et Vj € [0,k], Vo € I, <Z fn> (x) = Z F9) ().
n=0 n=0
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