LycktE CLEMENCEAU — NANTES 2025-2026 MPI/MPT*

FEuILLE DE T.D. NO 7

Séries de fonctions

Exercice 1. Soient l'intervalle I =|1,+o0[ et, pour chaque k € N* et
chaque = € I,

7 (_1)k71

~ In(k-x)”

1. Montrer que la série de fonctions Y fi converge simplement sur I.

fe(z)

2. Soient, pour chaque n € N* et chaque = € I,

S@) =Y fulx) . Sal@)=)_fulx) et Ru(z)= > fr(2).
k=1

k=1 k=n-+1

Montrer que la fonction S est continue sur 1.
3. Etudier, de deux maniéres (en utiisant le théoréme des séries alternées
ou en utilisant le théoreme de la double limite), lirf S(z).
T—r+00

4. Montrer que la fonction S est dérivable sur I. La fonction S est-elle
(strictement) (dé)croissante sur I ?

Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie sur R par

_ 1
T n2 422

fn(2)

1. Montrer que la série de fonctions > f,, converge sur R : normale-
ment ? uniformément ? simplement 7

2. Soit x # 0. Montrer que les intégrales

/ aradt et / ekl

sont convergentes et les calculer (en prenant garde au signe de x).

3. Soit, pour tout z € R, S(x) = Z ().
n=1

™
Montrer que S(z) o o
4. Montrer que la fonction S est de classe C! sur R.

Exercice 3. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie, pour tout

x € [0, 00|, par
x

vn(z+n)
1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur
[0, +o0l.
2. Etudier sup |f,|. La convergence de la série de fonctions Y f,
[0,+00]
est-elle normale sur [0, 4+-o00[?

fu(x) =

3. Soit, pour tout z € [0,+o0[, S(z) = an(x) Montrer que la
n=1

fonction S est de classe C! sur [0, +o0].
4. Montrer que la fonction S est croissante sur [0, 4o00[.
5. Soient un entier n > 1 et un réel a > n. Montrer que S(a) >

>

=2k

6. En déduire liax_l S(z) > trois méthodes dans le corrigé.
Tr—r 100

7. Montrer que S(x) = K (x).

8. En utilisant le théoreme de la double limite, montrer que la conver-
gence de la série Y f,, n’est pas uniforme sur [0, +o00].

Exercice 4 (tiré de CCP Maths 1 MP 2015).

Soit, pour chaque n € N* et pour tout x €]0,+00[, fn(z) =™ —
267277,1'
1. Soit n € N* : montrer que la fonction f,, est intégrable sur |0, +o0]
et calculer l'intégrale f0+°° fn(x) dz.



2. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur

10, +o0.
Calculer, pour chaque réel = strictement positif, S(x) = Z fn(x)
n=1

Montrer que 'intégrale impropre f0+°o S(z) dx est convergente et la

calculer.

=1 fu(2)] da.

P . +
3. En déduire, sans aucun calcul, la nature de la série ) [

Exercice 5. Soient une suite numérique (¢, )nen telle que la série > ¢,
converge absolument et, pour chaque n € N, la fonction
n

fn R=>R, t—cp—.
n!

1. Soit un réel a > 0. Montrer que la série numérique ) % 2% est conver-
gente et en déduire que la série de fonctions > f, converge normale-
ment sur [—a, +a).

oo
2. Montrer que la fonction f : t — Z fn(t) est définie et continue sur

n=0
R.

3. Montrer que, pour chaque n € N, lintégrale généralisée

+00 4n
/ —‘e_t dt est convergente et la calculer.
O n
+oo
4. Montrer que 'intégrale / f(t)e ' dt est convergente et qu’elle
0

o]
est égale a Z ¢p, > théoréme 16.
n=0

Exercice 6 (LA FONCTION ZETA DE RIEMANN). Soit, pour chaque n € N*,
la fonction

1
fn T R=>R 22— —.
nm

1. Montrer que la série de fonctions »_ f,, converge simplement sur
Uintervalle I = |1, +o0].

2. Soit a > 1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge norma-
lement sur [a, +o00].
3. Calculer sup |f,, (z)| pour chaque n € N*. Montrer que la convergence
xel

de la série de fonctions > f,, n’est pas normale sur U'intervalle I.
4. En utilisant le théoreme de la double limite, montrer que la conver-

gence de la série de fonctions > f,, n’est pas uniforme sur 'intervalle
1.

oo

1
5. Montrer que la fonction ¢ : = — E — est définie et continue sur
n
n=1

1.
6. Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur I et que, pour tout

. Ilnn

I, (z) = — .

zel, ((z) ;2 pr

7. En utilisant le théoreme de la double limite, montrer que
lim ¢(z)=1> exo 7 duTD 1.

T—r+00

Exercice 7 (théoreme de la convergence dominée). Soit f une fonction
continue par morceaux et intégrable sur Uintervalle ]0, 1[. Pour chaque
n € N, pour tout ¢ €]0, 1, on note

Falt) = (1" F(8) et Su(t) =) fult)
k=0
1. Montrer que : ¥n 6 N, Vvt €]0, 1 W) < | ()]

1f+t B /f” t)dt.

n=0

2. En déduire que

Et aussi : les exercices 8,16,17,49,53 de la banque CCINP & les exercices 2 et 4 du DS
n°® 4 MPT* 2024-2025.



