LycktE CLEMENCEAU MPI/MPT*

CORRIGE DU Kpo pu 21/11/2025

Probabilités
(extrait du DS n°4 du 14/12/2024)
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On lance indéfiniment une piece qui tombe a chaque fois sur PILE avec la probabilité 3 ou sur FACE

1
avec la probabilité 3 On note, pour chaque k € N*, F}, I’événement « La piece tombe sur FACE au k—ieme

lancer ».

1. Le premier PILE. Soit, pour chaque n € N*, 'événement FE,, : « Le premier PILE apparait au n—ieme
lancer ». Par exemple, si les premiers lancers donnent « FACE, FACE, PILE », alors I’événement Fs3 est
réalisé.

(a) Calculer, pour chaque n € N*| la probabilité v, = P(E,,).
(b) Quelle est la probabilité que la piece tombe au moins une fois sur PILE ?

2. Le premier double PILE. Soit, pour chaque n € N*, I’événement D,, : « Le premier double PILE apparait
au n—ieme lancer ». Par exemple, si les premiers lancers donnent « PILE, FACE, FACE, PILE, FACE,
PILE, PILE », alors ’événement D, est réalisé.

(a) On note, pour chaque n € N*, u,, = P(D,,). (La probabilité u; vaut 0.) Calculer us.
(b) Exprimer P(Dyyo | F1) et P(Dy12 | F1 N Fy) en fonction de u, et de 1.
(¢) En déduire que :
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Vn € N*, un+2:§'un+1+§‘un~

(d) Calculer u, en fonction de n € N*.
(e) En déduire la probabilité de I’événement « On n’obtient jamais de double PILE ».



(a) Soit n €N*: E,, = FyN---N F,_1 N F, et ces événements sont indépendants, donc
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(b) Les événements Ej, sont disjoints deux & deux, d’ou : par o—additivité, P U En | = E P(En) = E — =
n=1

=
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P(En) = P(F1) x -+ x P(Fp1) x P(Fp) = 3%

neN* n=1 3n
2& /1P 2 1 e N . .
3 Z 3 = 371 = 1. Donc I’événement U E, « la piéce tombe au moins une fois sur PILE » est presque
k=0 -3 neN*
certain.

AUTRE METHODE — Le contraire de ’événement « la piéce tombe au moins une fois sur PILE » est I’événement « la

n
piece tombe toujours sur FACE », égal a m F,,. Par continuité décroissante, P m F,| = lim P (ﬂ Fn>
—
nen* nens T k=1
n 1\ "™
Or, pour chaque n € N*, P <ﬂ Fk) = (g) car les événements F} sont indépendants.
k=1
Dy = F1 N F, et ces événements sont indépendants, donc P(D7) = P(E) . P(E) = %.
P(Dp42 | F1) = un+1 car on sait que la piece tombe la premiere fois sur FACE (ce qui remet le compteur a zéro).
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Donc Dy, 42 se réalise si, et seulement si, on obtient le premier double PILE apres encore n + 1 lancers.

P(Dny2 | Fi N F») = uy, car on sait que la piece tombe la premiere fois sur Pile et la deuxieme fois sur Face (ce qui
remet le compteur & zéro). Donc D,, 42 se réalise si, et seulement si, on obtient le premier double PILE aprés encore
n lancers.

Dpio = (Dn+2 N F1) U (Dn+2 N Fl) et Dn+2 Nk = (Dn+2 NF N Fg) U (Dn+2 NFL N F2) = Dn+2 N F N Fy
car ’événement Dy, 42 N F1 N Fy est impossible.

D’ott Dyy2 = (Dn+2NF1)UY (Dn+2 NF N Fz). L’union est disjointe, d’ou
P(Dpt2) = P(Dng2 NFL) + P (Dpy2 NEFLNFY).
Or P(DpyaNF1) = P(F1)- P(Dny2 | F1) = 3 - P(Dnya | F1) et

)
P (Dny2NFINFy) =P (FINFy) - P(Dnya | FINFy) = £2 . P(Dpyo | Fi N Fy) car les événements F et Fh
sont indépendants. Donc
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*Un+41 + 9 “Un.

W=
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L’équation caractéristique de la suite (un) est A2 = %)\ + %. Elle a deux solutions distinctes : f% et % D’ou

dK €eR, L€ R, Vn e N*, up, = K - (7%)n + L - (2)n Les constantes K et L sont fixées par les deux conditions

initiales u;1 = 0 et us = 4 Dot K = % et L = 2. Donc
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L’événement « On n’obtient jamais de double PILE » est le contraire D de I’événement D = U Dy,. L’union est
neN*
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disjointe, d’oti : par o —additivité, P(D) = g up = K- (—§> 171+L~ 372 = 1. Donc P (D) =1-P(D)=0.
= ~3 ~3

L’événément D est donc presque impossible.



