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Suites de fonctions
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Exercice 1. Soit, pour chaque n € N, la fonction f,, définie, pour tout = € R, par :

= W=

fu(z) =n(1 — )" sin (ga:> )

FIGURE 1 — LA SUITE DES FONCTIONS f, :  + n(l — z)"sin (3z) .

Montrer que la suite (f,) converge simplement sur [0, 2] ; vers quelle fonction f 7
Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment [1 —b,1 4 b] (ot b €]0, 1) inclus dans |0, 2[.
La convergence est-elle uniforme sur ]0,2[?

Etudier la limite, quand n tend vers oo, de la suite f02 fn(x)de.

Siz=0ouz=2,alors fr(z) =0 2 0. Si z €]0,2[, alors | fn(z)] < n|l —z|™ = exp (In(n) + nln|1 — z|) 7 0 car
n oo n o0
0 < |1 —z| < 1. Donc la suite (fy) converge simplement sur [0, 2] vers la fonction nulle f : [0,2] = R, = +— 0.
Soit b €]0, 1[. Pour tout z € [1 — b, 1 +b], |fn(z) — f(z)| < nb™, dou  sup |fn — f] < nb" — 0. D’ol1 la convergence
b] n oo

)

est uniforme sur tout segment [1 — b, 1 + b], olt b €]0, 1[, donc aussi sur tout segment inclus dans ]0, 2[.
Pour chaque n € N*, % €]0,2[ et \fn(%) — f(%)\ =n|l— %\” sin 5~ — 2-. D’olt sup |fn — f| ne tend pas vers 0 quand

T n—oo 10,2[

n tend vers co. Donc la convergence n’est pas uniforme sur ]0, 2[.



4. On vérifie, par le calcul, ce que suggere le graphique : |fn(1 —t)] = |fn(1 + t)| pour tout ¢t €]0,1[. On en déduit que
sup |fn| = sup | fnl. Or, pour tout € [0,1], 0 < fr(z) < n(l —z)" Tz = gn(z). On étudie les variations de la fonction g
0,2 1]

sur [0, 1] : son maximum est gn ( =rn_ (1L n< 5. Dot

1
n+1) — 2 n+t1 n+1
le théoreme de la convergence dominée pour montrer que f02 fo(x)de — f02 f(z)dz = 0.
n—o0

fn(z)| £ 5 pour tout = € [0,2]. Puis on applique

Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie par :

1+x2n+1
Ve eR, fu(z)= T

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R. Vers quelle fonction f? Représenter
graphiquement cette fonction f.

2. La convergence est-elle uniforme sur R?

3. Montrer que, pour tous n € N* et  €]1, +o0] :

rz—1 1

- <.
z2n—1 7 2n

4. La convergence de (fy,) vers f est-elle uniforme sur |1, +oo[?
5. Montrer que la convergence de la suite (f,,) est uniforme sur [0, 1].

1. Si|z| > 1, alors fn(x) it Si|z| < 1, alors fn(x) el 1. Si z = —1, alors fn(—1) =0 vl 0. Si z = 1, alors

fn(1) =1 — 1. La suite de fonctions (fn) converge donc simplement vers la fonction
n—oo

f R>R z—zsiz<—1,0siz=—-1,1si —1<z<1, xsiz>1.
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2. La convergence n’est pas uniforme sur R car les fonctions f, sont continues sur R mais f n’est pas continue en —1.
3. Pour tout z €]1, +oof,
z—1 z—1 1 1

0<F@) ~ ful@) = {5 < o7 = T T S o

1

4. La question précédente montre que 5~ est un majorant de la fonction [fn — f]- Or le sup est le plus petit majorant. D’olt

1

0 < sup |f— fn] < —. D’apreés le théoréme des gendarmes, sup |f — fn| — 0. Donc la suite de fonctions (fr)
1,400 2n J1.+o0] nreo

converge uniformément vers f sur |1, 4+o00[.



5. Pour tout = € [0, 1],

22(1 —x)  2?"(1—=x) x2n 1
0< f(x) — ) = < —
S @) = fnl@) 1422 = 1—22" ~ l4z+4---+222"1 7 2p
220 Osiz=0 1 1
= 1 . Or — ne dépend pas de 2. D'ot —fnl < —
car . Or ne dépend pas de z. D’ou su car
1+z+---+az2n1 L2n—1 Snon 2n penc p [075” Inl < 2n

1 x -
oo i e S Ml 1

le sup est le plus petit des majorants. De plus, — —— 0. D’ou sup|f — fn| — 0 d’apres le théoréme des gendarmes.
2n n—o0 [0,1] n—oo

Donc la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 3 (Dénombrement).

1. Soient deux entiers n > p > 1. Quel est le nombre d’injections d’un ensemble a p éléments dans un
ensemble a n éléments ?

2. Soient un entier n supérieur ou égal & 2 et k € [2,n]. Quel est le nombre de k—cycles du groupe
symétrique S,, 7

1. Construire une injection de [1, p] vers [1, n], c’est :
n
P
— construire une bijection de [1,p] vers 'ensemble de ces images, il y a p! maniéres.

— choisir pimages dans [1,n], il y a ( ) manieres ;

n!

Le nombre d’injections d’un ensemble & p éléments dans un ensemble & n éléments vaut dinc (;)'! = gt =

nn—1)---(n—p+1).
2. Construire un k—cycle du groupe symétrique Sy,, c’est :
— choisir dans [1,n] les k éléments dérangés par le cylce, il y a (Z) manieéres ;
— ordonner ces k éléments dans une k—liste, il y a k! manieres;
— remarquer que chaque cycle est représenté par k listes, on divise donc par k.

Le nombre de k—cycles du groupe symétrique Sy est donc (Z) % = (Z) (k=1



