LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 29 NOVEMBRE 2025

CORRIGE DU D.S. N°4 DE MATHEMATIQUES

1l s’agit du corrigé des deux versions MPI & MPI*.

Exercice 1 (Centrale PSI 2024 Math 2).

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.

1)
2)

‘oo _—at __ efbt
Montrer que l'intégrale / ﬁdt est convergente.
0

Soient x et y deux réels tels que 0 < z < y. Démontrer que :

Yy ,—at __ ,—bt br —t by _—t
/ idt:/ e—dt—/ E_at.
T 13 axr 3 ay 13

En déduire que :
+oo —at —bt
e % —e b
[T ()
0 t a
n
Soit, pour chaque n € N* u,, = Z . In(n). Montrer que la suite (u,,) est convergente.
k=1
On notera « sa limite.
. 4 1 1 . o _

Soit, pour tout t > 0, f(t) =e 1=t 1) Montrer que la fonction f est positive et intégrable

p— e_
sur ]0, +00l.

n o=kt _ o—(k+1)t

Soit, pour chaque n € N* et pour tout ¢t > 0, S, (t) = e™* Z (e_kt — t) . Montrer que

k=0
la suite de fonctions (.5,,) converge simplement sur |0, +oo] : vers quelle fonction ?

+oo °
1 n+2
Mont t)dt = — -1 .
ontrer que/O f(@) nEZO <n+1 nn+1>

+oo
En déduire que / f@)dt =+~.
0

L’intégrale est impropre en 0 et en 400, elle converge si, et seulement si, les intégrales sur |0, 1] et [1, +o0o[ convergent.

—at_ —bt +oo q +oo g—at _ ,—bt
En +oo, % =o0 (%2) et ti? ne change pas de signe et / t—zdt converge, d’ou l'intégrale / fdt
converge. 1 1

En 0, e=% — e7% = (b—a)t + o(t) car e~ = 1 —at + o(t) et e~ =1 — bt + o(t). D’olt M = (b — a). Donc
=

. 1 efat _ e*bt )
I'intégrale fdt converge car elle est faussement impropre.
0



3)

5)

y ,—at _ ,—bt y ,—at y ,—bt
/idt = /e dt—/ S
P t z t z U
ay ,—t by ,—t
= / e—dtf/ £ at
ax t bx t
bx —t ay ,—t ay ,—t by ,—t
(/ €+ e—dt)—(/ e—dt—i—/ e—dt)
ax t bx t bx t ay t
bxr —t by 87t
= / E—dt—/ £t
ax t ay t

Pour tout z > 0 et pour tout ¢ € [az,bz], on a :

esz et e—az

t t t
bz ,—bz bz ,—t bz ,—az
e e e
dol / / e /
az t az t az t
b —t
[T < ().
a t - e
On en déduit que :

b b Y emat — bt b b
e % In (7) —e “¥in (7) < / E~° <e *In <7) —e %in (7)
a a - t a a

Ces inégalités larges passent a la limite en faisant tendre x vers 0 et y vers +o00o et on obtient alors le résultat voulu.

Pour tout k € N*, kiﬂ <In(k+1) —1In(k) < % On en déduit que :

IN
|
IN

IN
IN

IN
A

d'ot e b*In (%)

n
1
e en sommant sur k € [1,n], In(n +1) < Z o d’ou la suite (uy) est minorée par 0;
k=1
_ 1

41 = 0, d’ott la suite (un) est décroissante.

e Uy —upt1 =In(n+1) —In(n)
Donc la suite (uy ) est convergente.

La fonction f est positive car Vt € R, et > 1 + t par convexité de la fonction exp. D’oi1, pour tout t > 0,0 <1 —e™t <t

donc ﬁ — % > 0. L’intégrale de la fonction |f| = f est impropre en 0 et en 400, elle converge ssi les deux intégrales

sur |0, 1] et [1, +oo[ convergent.

- 2 1o 1 1 ot
Quand ¢ tend vers 01, 1 —e t=t7%+o(t2),dou17727t7;=%~(mfl) :%~(%+o(t))):6%,d0u

F@) t—(>) %, donc l'intégrale sur ]0, 1] est faussement impropre, donc elle converge.
—

t

L’intégrale sur [1, +oo[ converge aussi car, quand ¢ tend vers +o00, f(t) ~ e~! qui ne change pas de signe et f1+°° e tdt

converge.
n & 1 — e—(nt1)t
Soit ¢ > 0. D’une part Z ekt = o=t car la raison et est différente de 1. D’autre part, la somme télescopique
e
k=0
n
Z (e_kt - e_(k+1)t> est égale & 1 — e~ (D Doy S, (t) = e E(1 — e~ (v DY) (# - %) — f(t). Donc la suite
- n—o0
k=0

des fonctions Sy converge simplement sur |0, +o00[ vers la fonction f.

Sous réserve qu’on puisse intervertir lim et f0+°°,
n— oo

+oco +oo > +oo e—k:t _ e—(k+1)t s 1 n+2
t)dt = li Sn(t) dt = “tle Rt~ ) at= —ln—=
JARCEES W AR » AR € t 2\ e

d’apres la question 3.

Le théoreme de la convergence dominée permet d’intervertir limite et intégrale car :
e la suite des fonctions S, converge simplement vers la fonction f d’aprés la question précédente;
e Vn € N*, Vt €]0, +oo[, |Sn(t)] = (1 —e~(»+1?) () < f(t) et la fonction f est intégrable d’aprés la question 5.

N
1 n+2
2 )N
Or nililn ZL :“n+2fun+l+n41r1*n41r2:d0u Z (n+1 *lnnJrl) =uNy2—ur+1-—
n=0

— y—14+1-0.
N +2 N—><>o’y +

Donc /()+OO ft)dt =~.



Exercice 2 (CCINP PSI 2024 Math).

1)

+oo
La fonction = — I'(z) = / e 't"~1 dt est appelée la fonction Gamma d’Euler.
0

Montrer que le réel I'(z) est défini si, et seulement si, z > 0.
Montrer que, pour tout réel z > 0, I'(z + 1) = 2T'(z).

“+o0
2 . , s
Montrer que / e~ % dx est une intégrale convergente. On admet que sa valeur est %
0

En déduire T’ (%) .
Montrer que, pour tout entier n € N,

IF'n+1)=n! et F(n—i—;) = 7(12'72; VT

(1-5H"¢==1si t€]o,n|

Soit, pour chaque n € N*, t) =
p q fa(?) { Osi t>n
Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement sur |0, 4+oc[ : vers quelle fonction f?

n t n
Soit & > 0. Montrer que l'intégrale I,,(x) = / (1 — ) t*~1 dt converge pour chaque n € N* et que
O n

I(z) — T(z).

n—oo

1
Soit & > 0. Montrer que, pour chaque n € N, l'intégrale J,(x) = / (1 — )"t~ dt converge et que
0

n+1

Jny1(z) = Jn(x +1).

En déduire une expression de J,(x) pour chaque n € N et tout > 0.
Soit « > 0. Montrer que I,,(z) = n” J,(z) pour tout n € N* et en déduire 'identité d’Euler :

x

. nln
M) = I e e

Soient un entier n € N* et un réel z > 0. Montrer que I'(z +n) ~ (n—1)In".
n— oo
On pose, pour tout n € N*, u, = In(n!) — nln(n) + n — 1 In(n). Montrer que up41 —up = O ().
n—00
n

En déduire qu’il existe un réel K tel que n! ~ (g)n e \/n.
Déduire des questions précédentes la valeur du réel e (ce qui prouvera la formule de Stirling).

Le réel I'(z) est défini ssi I'intégrale I'(z) converge. Or cette intégrale est impropre en 0 et en +o0o, donc elle converge si,
et seulement si, les deux intégrales I'1 (z) = f07 et ldt et Ta(z) = f;oo e~ tt*~1 dt convergent.

1

D’une part, e **~1 ~ ¢*~! qui ne change pas de signe. Or I'intégrale f07 pe—

t—0+
T’y (x) converge ssi x > 0.

dt converge ssi 1 —x < 1. D’ou I'intégrale

D’autre part, e~ 4% ~1 = e~ t/2e=t/242—1 = K (e7%/2) et e~/2 ne change pas de signe. Or l'intégrale f7+°° e~t/2dt
—+o0

converge. D’oui I'intégrale I'o(x) converge pour tout réel z.

Donc le réel I'(z) est défini ssi = > 0.



10
11

—_ =

12)

“+ oo too “+ oo
Soitz>0:T(x+1) = / tPetdt = [t* (—e_t)]o — / 2t® 1 (—e™") dt car les fonctions ¢ — t% et t > —e ™!
0 0

—t

sont de classe C! et parce que les limites t%e % 0 et tTe~? . —+> 0 existent et sont finies. Donc I'(z 4+ 1) = zI'(z).
— T+ 00

t—0
+oo 2 2 +oo
L’intégrale e~ % dx est impropre en +oo. Elle converge car Vo > 1, 0 < e % < e~ % et l'intégrale / e *dx
1

converge.

1 too dt too 2 2udu
T (5) = / e*t7 = / e v =2 X g en posant le CDV t = u? qui est de classe C! et strictement
0 u

monotone sur |0, +oo[. Donc F(%) = /7.
Par récurrence :

e Les propriétés sont vraies au rang 0 car I'(1) = f0+°° t0e~tdt = [—e’t];roo =1let F(%) = /.

(2n)! /7. Alors, d’apres la

nl4n
_ (2n+2)!
= ot pranes VT o

e On suppose les propriétés vraies & un rang n : I'(n +1) = n! e T (n+ %) =
(2n)!
nl4n

question 2, T'(n+14+1)=(n+1)-nl=(n+1)! et F(n+%+1) = (n+%)

n+ % _ 2n41 _ (2n+2)(2n+1)

3

. Elles sont donc vraies au rang n + 1.

2 = T 4(ntD)
e Les propriétés sont donc vraies pour tout n € N.
Soit @ > 0. Soit ¢ €]0, 400 : & partir d’un certain rang n, ce réel ¢t appartient ]0,n[. Alors fn(t) = (1 — %)n t*—1 d’ou

falt) —2 e tt® lcar (1-L)" = e"n(1=%) et nln 1-%)=n (*3 + o (£)> — —t.

n n—oo M n—oo

~

Donc la suite de fonctions (fn) CVS sur ]0, +oo[ vers la fonction f : ¢ +— e~ =1,
t )” tzfl
t—0+

Soit & > 0. L’intégrale I (x) est impropre en 0. De méme que I'1 (x), elle converge car (1 — £ =L

Puis on utilise le théoréme de la convergence dominée :
* Chaque fonction f, est continue par morceaux.

** D’apres la question 5, f,, converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f, continue par morceaux.

—+oo
%L €]0, 400, |fn(t)] < et~ (qui ne dépend pas de n) et I'intégrale impropre / et~ 1 dt converge d’apres la
0

question 1.

“+oo —+o00
Diott In() = / Fult)dt —s / F(O)dt = D(x).
0 n— o0 0
Soit > 0. L’intégrale Jy, (z) converge pour la méme raison que I (z).

x 1 x
On intégre par parties. Soit a €]0,1] : fal(l -t dt = [%(1 — t)"*l] + "TH fal(l —t)™t* dt car les fonctions ¢t — %

a

- 1
et t+— (1 —t)"*1 sont de classe C!. Or [%(1 - t)”*l] — 0.
a a—0t

Donc Jp41(z) = ”THJn(m +1).

nn— 1 1 n!
Enfin, par récurrence, sur n € N : J,(x wo————Jo(x+n
P n(@) = zx+1 z+n—1 o )= z(x+1).(z+n—-1)(z+n)
Soit # > 0. En posant le CDV u = £, qui est C! et strictement monotone : I, (z / (1 —uw)"n®u® " du = n®J,(x). On

en déduit l'identité d’Euler en utilisant les questions 6 et 7.
Soient n € N* et > 0. De la question 2, on déduit que
zz4+1)---(x+n—1)(z+n)(z) nln® nln®

nln® (x4+n) nSoo (z+n)

Tz+n)=z(x+1) - (x+n—1)I' )=
d’apres la question précédente. Donc I'(z +n) ~ (n—1)!n®.
n—o0

Soit n € N* : upt1 —un = —nln(l—&—%)—&—l—%ln(l—&-%) = —n(% — W—FO( ))-I—l—* (% -‘rO(TTlQ)) :O<n%).
La série télescopique Y (un+1 — un) est convergente d’apres la question précédente car n% ne change pas de signe et
la série n—12 converge. Or la suite (un) a la méme nature que la série télescopique, donc elle tend vers un réel K :
In(n!) = nln(n) +n— % In(n) — K. Dot exp (In(n!) —nln(n) +n— 1 ln( )) — eX par continuité de exponentielle.
n— o0 n—o0

D’ou I’équivalent demandé.

Un cas particulier de I’équivalent de la question 9 est I'(n + %) ~ (n—1)!y/n. D’ou, en utilisant la question 4,

n— o0

2n)!
( '431 V7T ~ (n—1)!'y/n. On remplace chaque factorielle par son équivalent griace & la question précédente et il vient
n! n—oo

X = /2r.




Exercice 3 (CCP 2008 MP Math 2).

Contexte et notations

Ce probleme s'intéresse aux matrices ayant leurs valeurs propres sur la diagonale. Les matrices diagonales et les
matrices triangulaires en sont des exemples banals.
— Dans ce probléeme, toutes les matrices sont a coefficients réels et n est un entier tel que n > 2.
— On dira qu'une matrice A = (a;;) de M,,(R) est une matrice a diagonale propre si son polynéme
caractéristique est scindé sur R et si ses termes diagonaux sont ses valeurs propres avec une occurrence égale
a leur multiplicité, c'est-a-dire :

n
A est a diagonale propre <— xa(X) = H (X —ai)
i=1
— On pourra noter en abrégé : A est une MDP pour « A est une matrice a diagonale propre ».
— On notera &, I'ensemble des matrices de M,,(R) a diagonale propre.

— On notera également S,, le sous-espace vectoriel de M, (R) formé des matrices symétriques et A, le
sous-espace vectoriel de M,,(R) formé des matrices antisymétriques.

Exemples
1 -1 «
1) Soit a un réel et M(a) = |0 2 —«
1 1 2-«

a) Calculer sous forme factorisée le polynéme caractéristique de la matrice M (a).
b) En déduire que, pour tout réel a, la matrice M («) est une matrice & diagonale propre.
¢) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles la matrice M («) est diagonalisable ?

00 -1
2) La matrice antisymétrique A= |0 0 0 | est-elle une matrice & diagonale propre ?
1 0 0

3) Déterminer &,.

Quelques propriétés

4) Si A est une matrice de M, (R) & diagonale propre, démontrer que, pour tout couple (a,b) de réels,
les matrices C' = aA + bl,, et C’ = a'A + bl,, sont encore des matrices & diagonale propre. (On pourra
distinguer le cas a =0)

5) On note G,, I'ensemble des matrices & diagonale propre inversibles. Démontrer que :

1
VAegru 3p() GN*7 Vp?Pm A~ 7In eC;n
p

6) Matrices trigonalisables
a) Une matrice trigonalisable est-elle nécessairement une matrice & diagonale propre ?
b) Justifier qu’une matrice a diagonale propre est trigonalisable.
¢) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice de M,,(R) soit semblable &
une matrice a diagonale propre.
7) Démontrer que toute matrice de M, (R) est somme de deux matrices & diagonale propre.
&, est-il un sous-espace vectoriel de M, (R)?



Matrices symétriques et matrices antisymétriques

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant appelé théoréme spectral :

Tout élément de S,, est diagonalisable. Plus précisément, si A € S,,, il existe une matrice inversible P € M,,(R)
d'inverse P telle que ‘P AP soit diagonale.

8) Matrices symétriques a diagonale propre

a) Soit A = (a;;) une matrice symétrique de M, (R), dont les valeurs propres sont notées Aq,..., Ay.
n n n
Démontrer que Y - aZ; = Y A7
i=1j=1 i=1

b) Déterminer I’ensemble des matrices symétriques réelles & diagonale propre.

9) Matrices antisymétriques a diagonale propre
Soit A une matrice antisymétrique de M,,(R) a diagonale propre.
a) Démontrer que A™ = 0 et calculer (YAA)™.
b) Justifier que la matrice ‘AA est diagonalisable puis que 'AA = 0.
c) Conclure que A est la matrice nulle.

Dimension maximale d’un espace vectoriel inclus dans &,

10) Rappeler, en le justifiant brievement, la dimension de A,,.
11) Soit F' un sous-espace vectoriel de M,,(R) tel que 'on ait F C &,.

Déterminer F'N A,, et en déduire que dim F' < w

Quelle est la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel F' de M, (R) vérifiant F C &, 7
12) On suppose n > 3. Déterminer un sous-espace vectoriel F' de M,,(R) vérifiant F' C &,, de dimension
maximale, mais tel que F ne soit pas constitué uniquement de matrices triangulaires.

EXEMPLES
1)  a) Pour tout x € R, on calcule x7(q)(2) :
z—1 1 —a z—1 x-1 0 z—1 0 0
0 T —2 « = 0 T —2 « = 0 T —2 «
-1 -1 z-2+4a |0 1 1 g4 [T 0 z-2+a
Puis, on développe selon la premiére ligne et on obtient : Xm(a) = (X —D(X -2)(X - (2—-a))

b) Xar(a)(X) est scindé et ses racines sont bien les éléments diagonaux de M (a), comptées avec leur multiplicité.

Pour tout «, la matrice M () est une matrice & diagonale propre.

c) — Sia # 0eta#1 alors la matrice M(a) admet 3 valeurs propres deux & deux distinctes, donc elle est

diagonalisable.
— Si a = 0, alors les valeurs propres sont 1 de multiplicité 1 et 2 de multiplicité 2.

-1 -1 0
rg(M(0) — 2I3) =rg ( 0 0 o0 ) =1, et donc dim Ker(M (0) — 2I3) = 2 et M(0) est diagonalisable.
1 1 0



— Si a =1, alors les valeurs propres sont 1 de multiplicité 2 et 2 de multiplicité 1.

0o -1 1
rg(M(1)—I3)=rg| 0 1 -1 = 2, et donc dim Ker(M(1)—13) = 1 < 2 et M (1) n’est pas diagonalisable.
1 1 1
Finalement, M (a) est diagonalisable si, et seulement si, o # 1.

2) xa(X)=X3+X =X(X2+1) et xa n'est pas scindé sur R donc A n’est pas a diagonale propre.

a b

3) SoitA:(c d>,OnaXA(X):(X—a)(X—d)—bc.

La matrice A est une MDP si, et seulement si x4(X) = (X — a)(X — d), c’est-a-dire si, et seulement si, bec = 0.

&2 est donc ’ensemble des matrices triangulaires

QUELQUES PROPRIETES

4) On note A = (a;;) € Mn(R) & diagonale propre, (a,b) € R? et C = (c;;) = aA + blp.
— Sia=0, alors C = bI,, est bien une MDP puisque xc(X) = (X —b)™.
— Sia # 0, alors, pour tout x € R :

—-b
xc(x) = Xaa+bl, (@) =det(xlp — (aA +bly)) = det((x — b) I, —aA) = a” det (Lfn — A)
a
n r—b n ~fx—b - -
= a"xa =a H —ai; :H(m—b—aaiyi):H(m—ciyi)
a - a - .
=1 =1 i=1
Ainsi, la matrice aA + bl,, est une matrice a diagonale propre.

Comme *C' = *(aA + bl,) = a* A + bl et que le déterminant est invariant par transposition, Xt ayp7, = XaA+bIy -

Les éléments diagonaux de C et *C étant les mémes, at A 4 bI, est une matrice & diagonale propre.

5) Soit A € &,. Pour p € N*, on pose Up = A — %In et on remarque que % est valeur propre de A si, et seulement si Up n’est

pas inversible.
D’apres la question précédente, U, est une matrice a diagonale propre, pour tout p € N*.

Supposons par 1’absurde que, pour tout pg € N*, il existe p > po, tel que Up ¢ Gn.
11 existerait alors une infinité de valeurs de p pour lesquelles la matrice U, = A — %In ne serait pas inversible, et donc la

matrice A admettrait une infinité de valeurs propres. C’est absurde et donc :

1
VAe€&n, 3po€eN', Vp>py, A—-I,€Gn
P

6) a) Selon la question 2, il suffit de trouver une matrice trigonalisable non triangulaire supérieure dans M2(R) pour

<y

répondre négativement. La matrice (1) o | & pour polynéme caractéristique X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) qui est

scindé sur R. Elle est donc trigonalisable, mais elle n’est pas triangulaire, donc n’est pas une MDP.

Une matrice trigonalisable n’est pas nécessairement a diagonale propre.




b) Par définition, le polynéme caractéristique d’une matrice a diagonale propre est scindé, une telle matrice est donc
trigonalisable.

Une matrice & diagonale propre est trigonalisable

c) Soit A € M, (R)
— Si A est semblable & une matrice B a diagonale propre, alors x4 = xp €t xp est scindé, donc x4 est scindé.

— Réciproquement, si x4 est scindé, alors A est semblable & une matrice triangulaire supérieure, or toute matrice
triangulaire est & diagonale propre donc A est semblable & une matrice & diagonale propre.

A est semblable & une matrice a diagonale propre si et seulement si x4 est scindé.

7) — Soit A = (as;) € Mnp(R).

Comme toute matrice triangulaire est a diagonale propre, il suffit d’écrire A comme une somme de deux matrices
triangulaires :
a1 - 0 ain 0 0
0 a
A= + 21

0 c 0 Ann an1 o Anon-—1 0

Ainsi, toute matrice de My, (R) est somme de deux matrices & diagonale propre

— Pour tout n > 2 il existe une matrice de M, (R) qui n’est pas & diagonale propre, par exemple la matrice par blocs

M = ( 13 8 ) avec A = ( (1) (1) ), qui n’est pas a diagonale propre.

Cette matrice M qui n’est pas une MDP s’écrit comme somme de deux MDP, donc :

En n’est pas un sous-espace vectoriel de My, (R).

MATRICES SYMETRIQUES ET MATRICES ANTISYMETRIQUES

8) a) A est une matrice symétrique et réelle, donc il existe une matrice inversible P d’inverse !P et une matrice diagonale
D telles que A = PD'P. Alors :
‘AA = A?> = PD'PPD'P = PDD'P = PD?'P

Les deux matrices tAA et D2 sont semblables, donc ont méme trace. Or :

n n n n
t _ 2 2y _ 2 2 _ 2
tr(*AA) =30, Z?:l a3 et tr(D?) = Z A7. Donc Z Z aj; = 3
i=1 i=1j=1 i=1
b) — Si A est une matrice symétrique & diagonale propre, alors ses valeurs propres sont aii, a22,...,ann.

n n n n n
Donc Z Z a%j = Z a?i ce qui entraine Z Z a%j = 0, c’est-a-dire que tous les coefficients non diagonaux
i=1j=1 i=1 i=1j=1
J#i
de A sont nuls. Ainsi, la matrice A est diagonale.
— Réciproquement, toute matrice diagonale est symétrique réelle et a diagonale propre.

Les matrices symétriques réelles a diagonale propre sont donc exactement les matrices diagonales




9) a) — A est antisymétrique, donc tous ses éléments diagonaux sont nuls et comme elle est & diagonale propre, son
polynéme caractéristique est scindé et toutes ses racines sont nulles. On a donc x4 (X) = X™ et, par le théoréme

de Cayley-Hamilton A™ = 0.

— (PAA)" = (mAA)™ = (-1)"A%" = (—=1)"(A™)? = 0. Donc (tAA)™ = 0.

b) Comme {(!AA) = tAA, la matrice ‘A A est symétrique réelle et, selon le théoréme spectral, tAA est diagonalisable

Comme (*fAA)"™ = 0, le monéme X™ est annulateur de ‘A A et son unique racine est 0. Par conséquent, toutes les

valeurs propres de *AA sont nulles et YAA est semblable & la matrice nulle. On en déduit que TAA = 0.

n n
¢) De la question précédente, on déduit que tr(*AA) = 0 et d’aprés la question 8, Z Z a?j =0.
i=1j=1

Cette somme de termes positifs étant nulle, tous ses termes sont nuls, autrement dit, A est la matrice nulle

DIMENSION MAXIMALE D’UN ESPACE VECTORIEL INCLUS DANS &,

10) Soit A = (a;,j) € An. En notant (E; j)14,jn, la base canonique de My, (R), on a :

A = Z a; jB;j = Z a; jE;j + Z a; jE; ;= Z a; jE;j — Z ajiEi

1i,5n li<jn 1j<in li<jn 1j<in
= Y aigBEij— Y aigEii= Y aij(Bij— Eja)
Li<jn li<jn li<jn

Ainsi, la famille (E; j — Ej ;)1i<jn est génératrice de A, et on montre facilement qu’elle est libre, donc une base de As,.

n(n—1
Son cardinal étant (g), on obtient dim A, = %
11) — De la question 9, on déduit que FnA, ={0} , et donc les sous-espaces F et A, sont en somme directe.
Ainsi :

-1 1
dim F 4 dim A, = dim(F + A,) < dim M, (R) = n? et alors dim F < n? — dim A,, = n% — n(n2 ) = n(n;— )

On conclut que dim F' < %

n(n+1)
2

— Le sous-espace des matrices triangulaires supérieures est de dimension et est inclus dans &,.

La dimension maximale d'un sous-espace vectoriel F' de My, (R) vérifiant F' C &, est donc w

A

12) On prend pour F l'ensemble des matrices M de la forme M = ( 0

g ) avec A € Mi(R), B € Mip—1(R) et



C € My_1(R) triangulaire inférieure, c’est-a-dire :

mi1 mi2 e e Mmin
0 moo 0 0
M = ma32 ma33
0
0 mMn2 te o Man

L’ensemble de ces matrices est un sous-espace vectoriel de My, (R) de dimension n+ w = %

uniquement de matrices triangulaires.

et n’est pas constitué

Les matrices A et C sont & diagonale propre et, d’apreés ce que 'on a vu en question 7, on en déduit que M est & diagonale
propre et donc que F C &), .

F est un sous-espace vectoriel de My, (R) vérifiant F' C &,, de dimension maximale, mais tel qu’il ne soit pas constitué
uniquement de matrices triangulaires.




Exercice 4 (XENS 2012 MP Math A).

On se donne un espace vectoriel E sur C de dimension finie, et des endomorphismes non nuls e, f, g de FE
tels que
eof—foe=—2
fog—gof=—2e
goe—eog=—2f

On note w = f —ig et z = f +ig.
1) Calculer eoz—zo0e, ecow—woe et zow—woz.

2) Soit v un vecteur propre de e, associé a une valeur propre A € C. Soit k € N, montrer qu'’il existe u; € C
tel que

e(*(v)) = et ().

3) Montrer qu'il existe un vecteur propre vy de e, associé & une valeur propre Ao € C, et tel que z(vg) = 0.
4) Pour k € N*, on note vy = w¥(vg). Calculer e(v;,) en fonction de k, Ao et vg.
Calculer z(vg) en fonction de k, A\g et vg_1.

5) Montrer qu'il existe n € N tel que v, 41 soit nul et v, ..., v, soient linéairement indépendants.

1) eoz—zoe=cof—foeti(fecog—goe)=—2g+2if =2iz. De méme, eow —woe=—2g —2if = —2iw et

zow—woz=4ieo (if — fg) = 4die.

2) Par récurrence sur k : le résultat est vrai pour k = 0 avec 1o = . Supposons-le vrai au rang k. Alors (eoz—zoe)oz® = 2izF+1,
D’oll pugy1 = pg + 2i. Donc e(2*(v)) = (2ik + \)2*(v) pour tout k € N.

3) Puisque puy = 2ik + A, la suite (ug) est injective. Comme 1’endomorphisme e n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres
car ’ev est supposé de dimension finie, il existe un entier k tel que zk(v) = 0. Notons encore k le plus petit de ces entiers.
Alors k > 1 car v # 0. Posons vg = 2~ 1 (v). Alors z(v) = 2" (v) = 0 et e(vg) = pg_1v0. Ainsi, vo répond a la question si
on pose A\g = pg_1-

4) e(vg) = Aovo. Montrons par récurrence sur k que e(vy) = A\pvg. Supposons ce résultat vrai au rang k. Alors z(vg) = w(vg).
Comme eow — w o e = —2iw,

e(Vgt1) — ApVk41 = —200k 11
et donc Ap41 = A — 2¢ convient. Alors A\, = Ao — 2ik, et

e(vg) = (Ao — 2ik)vy.
On part ensuite de 1’égalité z o w — w o z = 4ie. Appliquée au vecteur vy, elle donne

z2(Vgt1) — w(z(vg)) = 4die(vg) = 4i(Ao — 2ik)vg.

Montrons par récurrence sur k > 1 que z(vg) = pugvg—1. Pour k = 0, la relation ci-dessus donne
z(v1) = 4idovo.
Donc p1 = 4i)g. Supposons la relation vraie au rang k. Alors

Z(UIH»l) = UEVk + 4i(/\0 — 2ik)vk.
Donc pg+1 = pk + 4i(Ao — 2ik). Il en résulte que pugp — p1 = 4i(k — 1)Xo + 8@, donc que py, = 4ikio + 4(k — 1)k.
5) La suite (A\g) étant injective, il existe k tel que v = 0. Soit n + 1 le plus petit de ces entiers (vg est non nul). Alors
vn+1 = 0. De plus, (vo,...,vn) est une famille de vecteurs propres de e associés & des valeurs propres distinctes deux a
deux. C’est donc une famille libre.



