Colle 10 Séries entieres

MARTIENNE Lucie

+oo
Exercice 1. Développement asymptotique a deux termes de I, = / e " ln(n + x)dx?
0

Exercice 2. (Mines-2023) Soit A € M, (C). Montrer I’équivalence entre :
i) 'unique valeur propre de A est 1,
i) tr(A) = tr (4%) =--- = tr (A") = n.



“+oo
Solution 1. On cherche un développement asymptotique de I, = / e " ln(n + x)dz. On décompose
0
le logarithme : In(n+ z) = In(n) + In (1 + %)

—+oo “+oo T
I, = ln(n)/ e "dx + / e " ln (1 + f) dz
0 0 n

) 1
Le premier terme vaut % Pour le second terme, on pose u = nx :

+oo 1 +oo
/ e "ln <1+£)dx:—/ efuln(lJr%)du
0 n n 0 n

Comme In (1 + %) ~ =5 quand n — +00, on a :

1 [t 1 [t 1 [t 1
/ e “In (1 + %) du ~ 7/ efu%du = —3/ ue “du = —
n Jo n n Jy n n3 Jo n

Le développement asymptotique a deux termes est donc :

1 1 1
n n n

k
Solution 2. On vérifie que tr(A — I,)F = Z

k
<\

( )(—1)k_itrAi = 0 pour tout k et donc classqivement
(2

(A —1I,) est nilpotente.



PERRAUD Gaélle

Exercice 3. Soit (u,) la suite définie par ug > —1 et Vn € N* u, 11 = u, + u?.
a) Montrer que la suite (u, ) converge si —1 < ug < 0.

In (w
b) On suppose ug > 0 et on pose v,, = én") pour n € N.
1
i) Montrer la convergence de la suite (vy,) vers un rél o puis que 0 < o — vy, < on
u7l

ii) Donner un équivalent de w,,.
¢) Donner un équivalent de w,, dans le cas ug €] — 1,0][.

Solution 3.
1. La suite est croissante majorée. Elle converge vers 3, tel que 8 = B2 + 3, soit 5 = 0.

2. Analyse de la suite (u,) : On vérifie que la suite (uy,) est strictement positive et strictement crois-
sante. Si elle était majorée, elle convergerait vers une limite L. En passant a la limite dans la
relation de récurrence, on aurait L =L+ L?> L =0, ce qui est absurde.

Donc la suite (uy,) tend vers +oo.
In(uy,)

Convergence de la suite (vy,) La suite (vy,) est définie par v, = on

pour n € N.
(a) Etude de la monotonie de (v,) : Calculons v, 1 — vy, :

In(uny1)  In(un)  In(up, +u2) —2In(u,)
Un+1 — Un = - =

2n+1 on 2n+1
In(1+u,) —Inwu, 1 1+ uy, 1 1
= on+1 = on+tl In ( Uy ) = ont1 In (1 + un>

Puisque u, >0, on a 1/u, >0, donc 1+ 1/u, > 1, ce qui implique In(1 + 1/u,) > 0. Ainsi,
Unt1 — U > 0, et la suite (vy,) est strictement croissante.

(b) Magjoration et convergence de Z(UHH —vp) :

On a
n—1
Vp = Vo + Z(’Uk_H — vg).
k=0
In(1 + 1/up) oo (141 ug)  In(1+ 1/ug) o= /1"
Et |vgs1 —vg] <= — Or la série Y, SIEs! = 5 Z 3 est
k=0
une série géométrique convergente. La série Z(ka+1 — vg) est absolument convergente. Donc
k

la suite (vy,) converge vers une limite réelle que nous notons c.



(¢) Majoration de o« — v, : On a @ — v, = limy_00(Un — Vy) = Zzozn(vk_,_l —vg). En utilisant

Uexpression de vgy1 — vg -
o0

In(1+1/ug)
a—vp=3 T ookl

k=n
Nous utilisons Uinégalité In(1 + z) < x pour x > —1. Ici, x = 1/ug, > 0. Donc, In(1+ 1/ug) <

1
—. Il s’ensuit que :
U

> 1
@ —Un S Zuk.gkﬂ
k=n

Puisque la suite (uy) est strictement croissante, on a :

(oo}

ad 1 1 1 1
OSO‘_U”SZun.QkH :EZTC-H Sun.gn
k=n k

=n

(d) On en déduit que

In(uy,) In(uy,) 1 1
—— S o —(/— — In(u,) <a2” <In(u,) + —
2, on SOS Ton ooy, n(un) < @ n(un) + -

Vp S K Uy +

Nous avons donc l'encadrement de In(uy,) :

1 n__ 1 n
a2” — — < In(uy,) € 02" <= e Tan LetlUn) = 4y, < e?
Uy,

Divisons par €*" (qui est strictement positif) :
e—l/un < une—a2" <1

Nous savons que u,, — +00 quand n — +o0o. Par conséquent, 1/u, — 0.

Ainsi, limg, oo e~ Hun = ¢0 =1, D’apreés le théoréme d’encadrement des limites, nous avons :
. _ n
lim u,e”®? =1
n— oo

Ceci signifie, par définition d’un équivalent, que :

Up ~ €e*?" quand n — 400

3. si—1<wug <0, alors
1 1 -1

~ —

Up+4+1 Un, 1+ Up,

. . . -1
La somme de droite est divergente, donc les sommes sont équivalents et u, ~ —.
n

—1 1 1
B N U ERY
n n?2 n?

Vous pouvez montrer que



GAUFFRIAU Noé

Exercice 4. On dispose de N urnes (N > 1) notées Uy, ...,Uy.

Pour tout k£ compris entre 1 et N, 'urne Uy contient k boules rouges et N — k boules blanches.

On choisit au hasard une urne avec une probabilité proportionnelle au nombre de boules rouges qu’elle
contient, puis on procede a une suite de tirages d’une seule boule avec remise dans I'urne qui a été choisie.

1. Quel est I'univers Q associé & cette expérience aléatoire ? Pour tout k € [1, N, quel est la probabilité
de choisir 'urne Uy ?
Pour n € N*, on note E,, I’événement ”au cours des 2n premiers tirages, on a obtenu autant de
boules rouges que de boules blanches” et Ra,41 1’évenement “on a obtenu une boucle rouge au
(2n + 1)-iéme tirage”.

2. Exprimer P (F,,) sous forme d’une somme et donner une expression de P (Ran41 | Fy).

1
3. Pour n,p € N, donner une expression de I, , = / 2™(1 — )P da.
0

In+2,n o n+2
Nofoo Inpin 2n+3

4. Montrer que P (Rop41 | En)



Solution 4.
1. L'univers est l’ensemble {1,2, ..., N} x{ Rouge, Blanc }N" : le résultat de Uexpérience est un couple
(k, (Cn)n21) ot k est le numéro de l'urne choisir et (c,),>, la suite des couleurs des boules tirées

(avec remise) dans cette urne.
Notons Ay ’événement "On a choisi 'urne Uy, 7 et px sa probabilité. Il existe un réel a telle que :

VEk € [1,n], pr = ak.

N

2
Comme p1 + -+ +pn = 1, on obtient aZpk =1, soit a = m Pour k € [1,N], la
k=1
2k
probabilité de choisir l'urne k est donc égale a m

2. (Ak)i<p<n st un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, on peut donc appliquer
la formule des probabilités totales :

P =3 oea a0 -3 (0 ) (3) (%) s

IP(RgnHﬂEn):iV:( 2: ) <J]f]>n+1 (1_]];)77,]\[(]\2[’,:_1)
= ( " > <N2+1>,§:1<;)W (1_]/;)”

S ()" - 4)"
P (RZ” 1 | En) = n+1 n
" S ()" a-%)

3 Sip=0,1I,,= %ﬂ Si p > 1, une intégration par partie donne :

et donc

o+l 1 » 1
Lnyp = { (1- x)p} + 7/ "1 — 2P do = Int1p-1
0 0

p
n+1 n—+1 n+1

d’on par récurrence évidente :

pln!

Vn,p S N,In’p = m

4. Le dénominateur et le numérateur de P (Raony1 | En) sont, ¢ un facteur 1/N prés, des sommes
de Riemann des intégrales Inyor €t Ini1, pour la subdivision de pas constant 1/N. Comme cette
seconde intégrale est non nulle, on en déduit :

In+2,n _ n-+2
Notoo Iniin 2043

P (R2n+l ‘ En)



