LycktE CLEMENCEAU — NANTES 2025-2026 — MPI/MPT*

CORRIGE DE LA COLLE N° 10

Probabilités & suites de fonctions

30 novembre 2025

Exercice 1. Soit K € N*. On se donne K boites numérotées de 1 & K. La boite numérotée k contient k boules
blanches et K — k boules noires. On choisit une boite au hasard, chaque choix étant équiprobable. Dans la
boite choisie, on tire indéfiniment une boule au hasard avec remise.

On note :

— pour chaque n € N*, 'événement B,, : « la n-ieme boule tirée est blanche » ;

— pour chaque k € [1, K], 'événement C}, : « La boite choisie est la k-iéme ».

1.

2.
3.

K
1 k™
Montrer que la probabilité ug , de I'événement By N...N B, vaut : ug , = T E —.
k=1

Kn
Déterminer lim wug ..
K—o0 ’

Déterminer lim ug ,. Cette limite est la probabilité d’un événement : lequel et pourquoi ?
n—oo

. On utilise la formule des probabilités totales : (Ck)ke[[o,N]] est un systéme complet d’événements, d’ou

K
P(BiN...NBp) = > P(Cyx)P(B1N...N By|Cy)
k=1

L
K'n.

I
M=
x| =

k=1

k n
ou P(B1N...NBy|Ck) = <§) car les événements Bi,-- - , By sont indépendants pour la probabilité conditionnelle Pc,

car le tirage se fait toujours dans la méme urne et avec remise.
PREMIERE METHODE : en reconnaissant une somme de Riemann. La fonction f : ¢+ t" est continue sur le segment [0, 1],

K
9 N 1 1 ! 1
d’ou x kzlf (k §> K:)()O/O f(t) dt. Donc ug n Kj)oo T

SECONDE METHODE : en comparant série et intégrale. La fonction ¢ — t™ est continue et croissante. D’ot1, pour tout k € N*|

on a :
k k41
/ thdt < k" < / t"dt
k—1 k

K
Kt _ /Kt"dt <>k < /K+1t"dt _EADm
0 =T

Donc, en sommant :

n+1 n+1
K 1 n+1 Kn+1
Or L — 1 est équivalent a quand K tend vers oco.
n+1 n+1
D’ou
K
Kn+1
S o
=1 K—oo n+1
Donc ug n Ko %H tend vers %H quand K tend vers I'infini.



1
X

1 k"

K

3. Dans la somme (finie) Z TR les K — 1 premiers termes tendent vers zéro et le dernier vaut % Donc lim ug , =
n—oo

k=1

D’apres le théoréme de la continuité décroissante, lim P (Nj_;B;) = P (N;en*Bi). Donc lim ug , est la probabilité de
n— o0 n— o0
I’événement N;en* B; @ « tirer indéfiniment des boules blanches ».
Exercice 2.
1. Soient un réel = € [0, 1] et la suite (uy)nen définie par
T —u?

2

ug =0 et Upt+1 = Up +

Montrer que, pour chaque n € N, w,, € [0, 1].
2. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite .
3. Montrer que, pour tout n € N*,

0§€—un+1§(£—un)~(1—g).

4. Montrer que, pour tout n € N,
n
()Sﬁfungﬂ(lfg) .

5. Montrer que, pour tout n € N,

2 1 \"
<l—u, <M, N M, = 1— .
Osf-uns o 1—|—2n( 1—|—2n>

6. Soit la suite des fonctions f,, définies, pour tout n € N et tout = € [0, 1] par

fo(z) =0 et frg1(@) = fo(z) + %ﬁ(ﬂf)

Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen converge simplement sur Uintervalle [0, 1].

Vers quelle fonction f 7
7. Cette convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ?
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