LycktE CLEMENCEAU — NANTES 2025-2026 — MPI/MPT*

COLLE N° 11

Suites € séries de fonctions

1
Exercice 1. Soit, pour chaque n € N* et pour tout z € R:  f,,(x) = — cos™(z) - sin(nz).
n

1. Montrer que  f/,(x) = cos" (z) - cos[(n + 1)z] pour tout z € R.
2. Montrer que la série de fonctions _ f,, converge simplement sur [0, 7].

o
3. Soit, pour tout x € [0,7], S(z)= Z ().
n=1
(a) Montrer que la fonction S est de classe C* sur |0, [ et que
vz €]0,7[, S'(z)=-1.

(b) Calculer S(z) pour chaque z € [0, 7].
(¢) La convergence de la série Y f,, est-elle uniforme sur [0, 7] ?
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FIGURE 1 — LES FONCTIONS » _ fi POUR n € {2,10,20,50}
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Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*| la fonction f,, définie sur [0, 00| par
fula) = nale V",

1. Montrer que la série de fonctions > f,, converge simplement sur [0, +00[.
2. Montrer que la convergence de la série Y f,, n’est pas normale sur [0, +o0].
3. Soit a > 0. Montrer que la convergence est normale sur [a, +00].

-~ 2 4
4. Soit un entier naturel p > 0. Montrer que Z fn (f) > =
n=1 p
5. La série de fonctions Y f,, converge-t-elle uniformément sur [0, +oco[ ? sur ]0, +-oco[ ?

> Trois méthodes dans le corrigé.

Exercice 3. Soit la suite des fonctions f,, : [0,1] — R définies, pour tout x € [0, 1], par :

fol@)=1 et VneN, fou(z)=1+ /w fu(t —t%)dt.
0

1. Calculer f;(z) pour tout = € [0, 1].
2. Montrer par récurrence que, pour tous x € [0,1] et n € N :

xn+1

0 < fut1(x) = fulz) < CE

n

3. Soit x € R. Montrer que la série numérique ) | %7 est convergente.

X
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, T
On rappelle que, pour tout réel z, g — =e"
n!

n=0

4. Montrer que pour tous z € [0,1] et n € N, f,,(z) < e”.
5. En déduire que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 1].

Soit, pour chaque x € [0,1], f(z) = lim f,(x).

n—oo

ok
6. Montrer que, pour tous z € [0,1] et n € N, 0 < f(z) — fu(z) < Z x—'
k=n+1
7. En déduire que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [0, 1].

8. Montrer que, pour tout = € [0,1], f(z) =1 —|—/ [t —t%)dt.
0



