Colle 11 Séries de fonctions

LEMOINE Maxence
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Exercice 1. Soient f:z+— ——etg:rx— —
; sh(nz) 7;1 sh?(nzx)

1. Déterminer les domaines de définition de f et de g.

2. Donner des équivalents de f et de g en 0F.



Solution 1.

1. La fonction f est impaire et g est paire. En 0, le terme général n’est pas défini. Pour x > 0,
ﬁ ~n—too €Xp(—nax) terme général d’une série "géométrique” convergente. Donc f est définie
sur R*. Idem pour g.

2. Pour tousx >0 etn>2, ona

En sommant

1+/+Oo ! dt<+zoo ! < L +/+001dt
sh(z) Jp sh(at) = = sh(nz) = sh(x) 1 sh(xt)

On a /+0° i = l /+OO dt —ln(a:) car une primitive de L
. sh(zt) =z /), sh(t) 0y P sh (t)

équivalent en 0 a Inx.

est In|th(xz/2)| qui est

1 1
Pour le terme de gauche —— = o e , et on montre de méme que
sh (z) x
/+°° a1 /+°° dt —In(z)
L sh(zt) =z ), sh(t) T =z

Inx
Par encadrement, f ~y ——.
x
400 2

T
Pour x > 0, on a 2%g(zx) = —_—
9(@) T; sh? (nz)

2

1 .
. Or pour x > 0, shx > x, donc < —. La série
n

sh? (nx)
2
T

est donc normalement convergente et —;

sh” (nz)

1
Mnotoo T3 On en déduit que lim, ,oz%g(z) =

“+ o0

O
B} = —.
—=n 6

2
Final t ~o -
inalement, g(x) 0 622



NGUYEN Nej

Exercice 2. Soit I =]1,4o00[. Pour « € I, on pose

Vérifier que f est définie sur I.
Montrer que f est continue sur 1.
Montrer que f est de classe C' sur I.

Expliquer succintement pourquoi f est C*> sur I.

oUW =

Montrer que lim,_,i+ f(z) = +oo.

Solution 2.
1. Posons fn(x) = —1=. On a, siz > 1,

1+a™
0< fule) < (1>

X

et la série géométrique de terme géntal x=™ converge, donc, d’apres le critére de comparaison, la
série de terme général f,(x) également. Il en résulte que f est définie sur I.

2. Soita>1. Six>a, ona ,
1 n
0< fule) < () 7
a



La série f(x) converge normalement donc uniformément sur [a,+oo[. On en déduit que f est
continue sur [a, +oo[. Comme ceci est vrai quel que soit a > 1, il en résulte que f est continue sur
11, 400l

. Les fonctions f, sont de classe C* sur]1,+ool, et

nxnfl
(1+am)?

On a donc

n—1 n 2
, nx X n
)| = = .
= s = () o

n

Soita>1. Six>a, ona

T ; n
1 +zn — € anrl — anJrl’
donc
, n
Masis

ant1 _n+11

a, n d
et cette suite tend vers 1/a < 1. Il résulte du critére de d’Alembert que la série de terme général ar,
converge, donc que la série de terme général f)(x) converge normalement donc uniformément sur
[a,+o0o [ . Il résulte de b) et c) que f est de classe C1 sur [a, +oo| Comme ceci est vrai quel que soit

a > 1, il en résulte que f est de classe C1 sur]l,+oo].

. On peut montrer par récurrence que

(k) () — P ()
[ (2) (0 a0

ot i
Poi(z) =) Qju(n)z ",
j=1

ou les Qj x(n) sont des polynomes en n.

Alors
Jjn—k

k
fr(Lk)(x)‘ < 32::1 1Qj,k(n)| uixw

k " k+1 1
<Y 1Qjk(n)l (1 n xn) a1k
i=1

Alors, si x > a, on obtient

k
k |Qjk(n)|
1@ <3

Jj=1

Le membre de droite est alors une somme finie de termes, qui sont chacun le terme général d’une
série convergente d’aprés le critére de d’Alembert. On conclut comme dans c).

.Six>1,0onal+a™<2z", et
1
>
fale) 2 5.

donc

= 1 1 x
f@ 22 5 =501/ = 2w 1)

n=0

Quand x tend vers 11, le membre de droite tend vers 400, donc celui de gauche également.



CAMBRAY Romain

E ice 3. Soit = _—
xercice oit g(x) ngzo ] P

-1
et u,(x) = n'ix—?—n)
1. Déterminer le domaine, D de définition de g et prouver que g est de classe C* sur D.
2. Montrer que la quantité : zg(xz) — g(x + 1) est constante sur D.

3. Donner un équivalent de g(x) en +oo et en 0.
4

. Tracer la courbe représentative de g sur |0, +oo].
+oo 1
5. Montrer que, pour tout x > 0, e.g(x) = Z

n=0

(x+1)--(x+n)



Solution 3.

1. Les fonctions u,, sont définies sur D = R\Z_. De plus, pour x fizé, la suite |u,(x)| est décroissante
deés que n 4+ x > 0 et tend vers 0. Le critére spécial des séries alternées, nous dit que la fonction g
est alors bien défnie.

Les fonctions uy, sont de classe C*. Soit a fixé, n > |(—a)| + 2, donc n+ a > 1. Alors pour tout
keNetz>a,

_1)ntk k! k!
YR ) : La
U, (.T) - n! X (x—l—n)”"‘k = |un(x) S n'
On en déduit que pour tout k € N, Z u®) est normalement convergente sur [a, +oo[ et on
n>[(—a)]+2

ajoute les premiers termes (en nombre fini) qui sont de classe C*°.

2. On a pourn >1
Zun(@) = un-1 (@ +1) = (=1) nl(x+n)  nl

A
Donc 1+ qun(x) —Up_1(x+1) = Z ( n) =e !,
n>1 n>0

1
3. Comme |wun(z)| < —, la série g xuy(z) est normalement convergente sur D. Le théoréme de la
n!
n

1

5.
On remarque que g(1) =1 —e~! et g continue en 1. L’égalité xg(z) — g(x + 1) = e~ montre alors
que xg ~qo 1.

double limite montre que lim xg(xz) = e~ ! et donc g ~ o0
T—r+400

4. On calcule

n=0 n=0 \ k=0 n=0 \k=0
+o00 1 +o0o _1)k y ( )
= — =e X
Cauchy n! P k'(ZL' + k) g



