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Séries entières & équations différentielles
(d’après CCP TSI 2013, épreuve Maths 1)

Soit (E) l’équation différentielle

x2y′′(x)− x(2x2 − 1)y′(x)− (2x2 + 1)y(x) = 0.

1. Rechercher les solutions développables en série entière de l’équation différentielle (E).

2. Pour quelle(s) valeurs(s) du réel α la fonction x 7→ xα est-elle une solution, sur l’intervalle ]0,+∞[, de
l’équation différentielle (E) ?

3. Résoudre, sur l’intervalle ]0,+∞[, l’équation différentielle (E). (De deux manières : en faisant varier la
constante & en utilisant une série entière.)

1. Soient R le rayon de convergence de la série entière
∑

anxn et ∀x ∈] − R,+R[, f(x) =
∑∞

n=0 anx
n : alors ∀x ∈

]−R,+R[, f ′(x) =
∑∞

n=1 nanx
n−1 et f ′′(x) =

∑∞
n=2 n(n−1)anxn−2 car on peut dériver terme à terme une série entière

sans changer son rayon de convergence.

(E) ⇐⇒ x2
∞∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2 − x(2x2 − 1)

∞∑
n=1

nanx
n−1 − (2x2 + 1)

∞∑
n=0

anx
n = 0

⇐⇒ −a0 +

∞∑
n=2

[n(n− 1)an + nan − an]x
n − 2

∞∑
n=1

nanx
n+2 − 2

∞∑
n=0

anx
n+2 = 0

⇐⇒ −a0 +

∞∑
n=2

[(n− 1)(n+ 1)an − 2(n− 1)an−2]x
n = 0

⇐⇒
{
a0 = 0

∀n ≥ 2, (n+ 1)an = 2an−2
par unicité du DSE

⇐⇒
{
∀p ≥ 0, a2p = 0

∀p ≥ 1, (p+ 1)a2p+1 = a2p−1

⇐⇒ ∀p ≥ 0, a2p = 0 et a2p+1 =
a1

(p+ 1)!
.

Soit x ̸= 0 : up =

∣∣∣∣ x2p+1

(p+ 1)!

∣∣∣∣ > 0 et
up+1

up
=

1

(p+ 2)(p+ 3)
x2 −→

p→∞
0, donc le rayon de convergence de cette série entière

est R = +∞ d’après le critère de D’Alembert.

2. Soient un réel α et la fonction g : ]0,+∞[→ R, x 7→ xα. Cette fonction g est deux fois dérivable et ∀x > 0, g′(x) = αxα−1

et g′′(x) = α(α − 1)xα−2. Pour tout x > 0, x2g′′(x) − x(2x2 − 1)g′(x) − (2x2 + 1)g(x) = x2α(α − 1)xα−2 − x(2x2 −
1)αxα−1 − (2x2 + 1)xα = (α2 − 1)xα − 2(α + 1)xα+2 = (α + 1)xα

[
(α− 1)− 2x2

]
. Cette quantité est nulle pour tout

x > 0 ssi α = −1.

3. (a) Première méthode : on fait varier la constante.

On cherche la solution générale de (E) sur ]0,+∞[ sous la forme y(x) = k(x) ·
1

x
:

(E) ⇐⇒ x2

[
k′′(x)

1

x
− 2k′(x)

1

x2
+ k(x)

2

x3

]
− x(2x2 − 1)

[
k′(x)

1

x
− k(x)

1

x2

]
− (2x2 + 1)k(x)

1

x
= 0

⇐⇒ xk′′(x) = (2x2 + 1)k′(x)

⇐⇒ ℓ′(x) =

(
2x+

1

x

)
ℓ(x) en notant ℓ(x) = k′(x)

⇐⇒ ℓ(x) = L · xex
2

où L est une constante

⇐⇒ k(x) = L · ex
2
+K où K est une constante.



Donc y est une solution ]0,+∞[ de (E) si, et seulement si, ∃(K,L) ∈ R2, ∀x ∈]0,+∞[, y(x) =
L · ex2

+K

x
.

(b) Deuxième méthode : on utilise les solutions trouvées aux questions précédentes. Sur l’intervalle ]0,+∞[, (E) est
une équation différentielle linéaire du second ordre sans second membre. On sait que sa solution générale est de la
forme : x = Kφ1 + Lφ2, où φ1 et φ2 sont deux solutions linéairement indépendantes.

D’une part, pour tout x ∈]0,+∞[, f(x) =

∞∑
p=0

x2p+1

(p+ 1)!
=

1

x

∞∑
p=0

(x2)p+1

(p+ 1)!
=

ex
2 − 1

x
.

D’autre part, la fonction g : x 7→ 1
x

est aussi une solution sur ]0,+∞[.

Ces deux solutions sont linéairement indépendantes, donc

y est une solution ]0,+∞[ de (E) si, et seulement si, ∃(A,B) ∈ R2, ∀x ∈]0,+∞[, y(x) = A ·
1

x
+B ·

ex
2 − 1

x
.


