LycEE CLEMENCEAU — NANTES MPI — VENDREDI 19 DECEMBRE 2025

D.S. N°5 DE MATHEMATIQUES

Cet énoncé comporte un exercice et deuzr problemes.
L’exercice est tiré de CCINP 2024 MPI MATH 2.
Le probleme 1 porte sur les matrices de Gram et de Hilbert.
Le probleme 2 est tiré de X-ENS 2025 PC MATH 2.
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A PROBLEME 1

Soit E un espace préhilbertien. La MATRICE DE GRAM d’une famille (v1,vs,- -+ ,v,) de n (n € N*) vecteurs
de FE est la matrice
<wvvr > <vilve> - <wplo, >
<wvglvy > <walvg > -0 < wvglup >
G(Ulvv%”' 7Un): . : . .
<wvplvr > <wvplve > 0 < wplu, >

A 1) Soient u et v deux vecteurs de E. Montrer que le déterminant de la matrice

_(<ulu> <ulv>
G(u’v)_(<v|u> <v|v>>

est positif. A quelle condition (nécessaire ? suffisante ?) est-il strictemen} positif 7
v, P



2) Soit une famille (v1,vg,- - ,v,) de n vecteurs d’un sous-espace vectoriel F' de dimension n de E.

A a) Soient (e, ez, ,e,) une base orthonormée de F et la matrice A = (a;;) € M,,(R) définie par
n
v; = ZaijEi pour chaque j € [1,n].
i=1

P Montrer que G(vy,va, - ,v,) = AT - A,
@,% b) Montrer que det G(v1,va, - ,v,) > 0.

D ) Montrer que les matrices A et G(v1, vz, ,v,) ont le méme rang.
o, { d) En déduire que le rang de G(vy,vs,- -+ ,v,) est égal & la dimension de Vect(vy,va, - ,vy).
3) On suppose que (v1,v2, - ,Uy,) est une base d’un sous-espace vectoriel F' de E et on note p la projection

orthogonale de F sur F.

a) Soit z un vecteur de F+. Exprimer det G(v1, va, - -+ , v, 2) en fonction de | z[| et det G (vy, v, -+ ,vy).
} b) Soient y un vecteur de F et z un vecteur de F'*. Montrer que
det G(vl,v27 Ty Un, Y Z) = ||Z||2 - det G(vl,v% o 71)77«)'

L ¢) Soit z un vecteur de E. Montrer que la distance d(x, F') = ||z — p(x)]|| du vecteur z au sous-espace
vectoriel F est égale a

7 det G(vy,v9,++ ,Up, )
det G(vi,v2,- - ,0n) 30 4

1
4) On munit R[X] du produit scalaire < P|Q >= / P(t)Q(t) dt.
0

L a) Montrer que la matrice

1 1 1
2 n
1 1 1 .-
g |2 3 n+1 = &4 4, % ) A
n — . . ?
S T |
n ntl 2n—1
appelée MATRICE DE HILBERT, est inversible. 1
b) Montrer que la fonction f : R™ — R définie par
! 2
f(a()’al’... 7an71):/ (tn_ao_alt_"'_anfltn_l) dt
0

det Hn+1

possede un minimum égal a .
det H,,



43 PROBLEME 2

On note n un entier strictement positif et I,, la matrice identité de taille n. Les vecteurs de R™ sont notés
en gras et sont identifiés & des matrices colonnes x € M,, 1(R), par exemple

1
T2
X =
Tn
de transposée xT = (:cl To ... :En) De méme, on identifie matrices carrées de M, (R) et endomorphismes

de R". Enfin, pour tous x,y € R" la matrice xy € M;(R) est identifiée au nombre réel > | x;y; ; Uespace
euclidien R™ est muni de son produit scalaire et de sa norme usuels, notés respectivement

n
xy)=x"y=> iy et |[x||=+/

i=1

L 0) Déterminer les sous-espaces propres et valeurs propres de la matrice

1 1 ... 1
1 1 ... 1

J=1. . . .| € Mp(R).
1 1 1

Est-elle diagonalisable ?
> 1) Soit K € M,(R) une matrice carree Montrer que K est de rang 1 si, et seulement si, il existe

u,v € R"\ {0} tels que K = uv’. Déterminer alors Im(K)let Ker(K)> T
L 2) Soient u,v,x,y € R*\ {0}. Montrer que uv’ = xyT 51(et seulement si il existe A € R\ {0} tel que
°; - ):
= tv=—y.
u=2x, et v=1y

3) Soit K € M, (R) une matrice de rang 1, et soient u,v € R" tels que K = uv’.

©,5a) Montrer que Tr(K) = (v, u).
o"b) Montrer que K? = Tr(K)K. e o,{
¢) En déduire que K est dlagonahsable si, et seulement si, Tr(K) #0.  _
1‘ 4) Soit P € M, (R). Montrer que P est une projection orthogonale de rang 1 si} et seulement 51 il existe
y €R" tel que ||y||=1et P =yyT -

&0
y

Soit A € GL,,(R) une matrice inversible, et soient u,v € R™.

l. 5) Calculer le produit matriciel par blocs
@, f
RGN 0>,,(Jdr[1m«*) A dy >
T T
vio 1 0 ATV U Ad (A o) - i bed AL
et en déduire que : A +uv’ est inversible si, et seulement si, (v, A"1u) # —1.
A 6) On suppose que A + uv? est inversible. Montrer que
A tuvTA—!
A D=t gt — — —
(4+uvT) 1+ (v,A"1u)

4 7) Exhiber une matrice C' € M, (R) et deux vecteurs u,v € R™ tels que
det(C) =0 et det(C+uv’) #0.



