
Lycée Clemenceau – Nantes MPI – Vendredi 19 décembre 2025

D.S. no 5 de mathématiques
Cet énoncé comporte un exercice et deux problèmes.
L’exercice est tiré de CCINP 2024 MPI Math 2.

Le problème 1 porte sur les matrices de Gram et de Hilbert.

Le problème 2 est tiré de X-ENS 2025 PC Math 2.

Exercice

On considère la série de fonctions
∑
n⩾0

fn, où fn(x) = e−x
√
n, et on note f sa somme

∞∑
n=0

fn.

1) Montrer que l’ensemble de définition de la fonction f est D =]0,+∞[.

2) Démontrer que f est continue sur D.

3) Étudier la limite de f en +∞.

4) Soit x ∈ D. Montrer que l’intégrale

∫ +∞

0

e−x
√
t dt est convergente et la calculer.

5) En déduire un équivalent de f au voisinage de 0.

Problème 1

Soit E un espace préhilbertien. La matrice de Gram d’une famille (v1, v2, · · · , vn) de n (n ∈ N∗) vecteurs
de E est la matrice

G(v1, v2, · · · , vn) =


< v1|v1 > < v1|v2 > · · · < v1|vn >
< v2|v1 > < v2|v2 > · · · < v2|vn >

...
...

. . .
...

< vn|v1 > < vn|v2 > · · · < vn|vn >

 .

1) Soient u et v deux vecteurs de E. Montrer que le déterminant de la matrice

G(u, v) =

(
< u|u > < u|v >
< v|u > < v|v >

)
est positif. À quelle condition (nécessaire ? suffisante ?) est-il strictement positif ?



2) Soit une famille (v1, v2, · · · , vn) de n vecteurs d’un sous-espace vectoriel F de dimension n de E.

a) Soient (e1, e2, · · · , en) une base orthonormée de F et la matrice A = (aij) ∈ Mn(R) définie par

vj =

n∑
i=1

aijei pour chaque j ∈ J1, nK.

Montrer que G(v1, v2, · · · , vn) = AT ·A.

b) Montrer que detG(v1, v2, · · · , vn) ≥ 0.

c) Montrer que les matrices A et G(v1, v2, · · · , vn) ont le même rang.

d) En déduire que le rang de G(v1, v2, · · · , vn) est égal à la dimension de Vect(v1, v2, · · · , vn).

3) On suppose que (v1, v2, · · · , vn) est une base d’un sous-espace vectoriel F de E et on note p la projection
orthogonale de E sur F .

a) Soit z un vecteur de F⊥. Exprimer detG(v1, v2, · · · , vn, z) en fonction de ∥z∥ et detG(v1, v2, · · · , vn).
b) Soient y un vecteur de F et z un vecteur de F⊥. Montrer que

detG(v1, v2, · · · , vn, y + z) = ∥z∥2 · detG(v1, v2, · · · , vn).

c) Soit x un vecteur de E. Montrer que la distance d(x, F ) = ∥x− p(x)∥ du vecteur x au sous-espace
vectoriel F est égale à √

detG(v1, v2, · · · , vn, x)
detG(v1, v2, · · · , vn)

.

4) On munit R[X] du produit scalaire < P |Q >=

∫ 1

0

P (t)Q(t) dt.

a) Montrer que la matrice

Hn =


1 1

2 · · · 1
n

1
2

1
3 · · · 1

n+1
...

...
...

1
n

1
n+1 · · · 1

2n−1

 ,

appelée matrice de Hilbert, est inversible.

b) Montrer que la fonction f : Rn → R définie par

f(a0, a1, · · · , an−1) =

∫ 1

0

(
tn − a0 − a1t− · · · − an−1t

n−1
)2

dt

possède un minimum égal à
detHn+1

detHn
.



Problème 2

On note n un entier strictement positif et In la matrice identité de taille n. Les vecteurs de Rn sont notés
en gras et sont identifiés à des matrices colonnes x ∈ Mn,1(R), par exemple

x =


x1

x2

...
xn


de transposée xT =

(
x1 x2 . . . xn

)
. De même, on identifie matrices carrées de Mn(R) et endomorphismes

de Rn. Enfin, pour tous x,y ∈ Rn la matrice xTy ∈ M1(R) est identifiée au nombre réel
∑n

i=1 xiyi ; l’espace
euclidien Rn est muni de son produit scalaire et de sa norme usuels, notés respectivement

⟨x,y⟩ = xTy =

n∑
i=1

xiyi et ||x|| =
√
⟨x,x⟩ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

0) Déterminer les sous-espaces propres et valeurs propres de la matrice

J =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1

 ∈ Mn(R).

Est-elle diagonalisable ?

1) Soit K ∈ Mn(R) une matrice carrée. Montrer que K est de rang 1 si, et seulement si, il existe
u,v ∈ Rn \ {0} tels que K = uvT . Déterminer alors Im(K) et Ker(K).

2) Soient u,v,x,y ∈ Rn \ {0}. Montrer que uvT = xyT si et seulement si il existe λ ∈ R \ {0} tel que

u = λx, et v =
1

λ
y.

3) Soit K ∈ Mn(R) une matrice de rang 1, et soient u,v ∈ Rn tels que K = uvT .

a) Montrer que Tr(K) = ⟨v,u⟩.
b) Montrer que K2 = Tr(K)K.

c) En déduire que K est diagonalisable si, et seulement si, Tr(K) ̸= 0.

4) Soit P ∈ Mn(R). Montrer que P est une projection orthogonale de rang 1 si, et seulement si, il existe
y ∈ Rn tel que ||y|| = 1 et P = yyT .

Soit A ∈ GLn(R) une matrice inversible, et soient u,v ∈ Rn.

5) Calculer le produit matriciel par blocs(
In 0
vT 1

)(
In + uvT u

0 1

)(
In 0

−vT 1

)
et en déduire que : A+ uvT est inversible si, et seulement si, ⟨v, A−1u⟩ ̸= −1.

6) On suppose que A+ uvT est inversible. Montrer que

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1 + ⟨v, A−1u⟩
.

7) Exhiber une matrice C ∈ Mn(R) et deux vecteurs u,v ∈ Rn tels que

det(C) = 0 et det(C + uvT ) ̸= 0.


