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La transformation d’Abel

La transformation d’Abel (hors programme) est I’analogue, dans le
monde discret des séries, de l'intégration par parties, dans le monde
continu des intégrales. Son corollaire 2 (lui aussi hors programme) géné-
ralise le théoreme des séries alternées.

PROPOSITION 1 (Transformation d’Abel)

n

Soient deux suites a,, et b, et les deux sommes partielles A,, = Zak et

k=0
n n n—1
B, = Zbk : alors Z%Bk = A, B, — ZA’“ka'
k=0 k=0 k=0

Preuve —

Y axBr = aobo+ Y _(Ax — Ak_1)By
k=1

n n—1
= aobo + Z A By — Z Ak Bi41
k=1 k=0
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= Z AgBr — Z Ak Bi41

n— 1

= AnBn+ Y Ap(Bi — Biy1)
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COROLLAIRE 2
Si la suite A,, est bornée et la suite B,, tend vers zéro en décroissant,
alors la série 3 a,, B,, converge.

Preuve — Il existe un majorant M de |A,| car la suite A, est bornée. D’ou :
1. |AnBn| < MBp, — 0,dol |AnBn| —> 0 car la suite B, tend vers zéro;
n—r o0 n— oo

2. Yk > 0, |bg| = —by car la suite B, décroit. Et la série Y |bi| converge car la
suite By, converge. D’ou

n—1 n—1 0o
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k=0 k=0 k=0
D’ol1 la série > Agbg41 converge (absolument). Donc (transformation d’Abel)
la série Y ay, By converge.

O

Ce corollaire permet de redémontrer le théoreme des séries alternées :
c’est le cas particulier ot ax = (—1)¥. Il permet aussi de démontrer la
convergence d’autres séries, comme dans l’exemple suivant.
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EXEMPLE 3 — Soit 6 €]0,2n[. La série Z %
n

st a > 1. On va montrer qu’elle converge pour tout o > 0. Soient

l

converge absolument

ap, = cos(nb) et B, =

La suite By, tend vers zéro en décroissant. Montrons que la suite A, est
bornée :

Vn € N*,

A, = Re Ze
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D’ou, pour chaque n € N*,
1

Al = Ly

Donc (corollaire 2) la série > a, By converge.



