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Exercice 1. Soit (7, 7) une base d'un R—espace vectoriel E de dimension deux. La norme « un » d’un vecteur
¥ = a7+ y7 est définie par ||¥]]; = |z| + |y|.

Soit f € L(E) un endomorphisme représenté, dans la base (7, 7), par la matrice A = [ Z Z ] .

Montrer que || f|l1 = max (|a| + |b], |¢| + |d]).

Soient un réel @ > 0 et un vecteur @ = 17+ . Soit p : E — E, ¥ — p(?¥) le projecteur sur Vect(z)
parallelement & Vect (). Calculer||p||; en fonction de «.

Dessiner la boule unité B et son image directe par I’application p. En utilisant ce dessin, retrouver la

Soit la constante k = max (|a| + |b], |¢| + |d|). Pour tout v € E, || f(0)|| = |ax+cy|+|bx+dy| < |a||z|+|c|ly|+|b]|z|+|d||y| <
(laf + [b]) =] + (el + |d]) y] < k(=] + ly]) < k- [|9]].
De plus, k est la melleure (la plus petite) constante possible car :

— si max (|a] + ||, |e| 4+ |d|) = |a| + |b], alors en choisissant * = 1 et y = 0, on réalise 1’égalité || f(7)| = |az + cy| +
bz + dy| = |a| + [b] = (lal + [b]) (1] + [0]) = K[| ;
— de méme si max (|a| + |b|, |¢| + |d|) = |¢| + |d|, en choisissant = 0 et y = 1).

p(¥) =7et p(J) = —éi‘car 7= —éi‘—‘r %ﬂ et p(@) = 0. La matrice, dans la base (#,7), de p est donc

1.
2.
3.
valeur de ||p||1-
1.
Don [ fll1 = max (|a| + [b], [¢] + |d]).
2.
Et, par suite : ||p[l1 = max(1, é)
3.
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En utilisant le dessin : ||p[li = 2 siO<a<let|p)i =1sil<ec.
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