LycktE CLEMENCEAU — NANTES 2025-2026 — MPI/MPT*

COLLE N° 15

Variables aléatoires & e.v.n.

Exercice 1 (Oral Mines Ponts PSI 2016). Soit a € N*. Une urne contient 2a boules blanches et a boules noires
indiscernables. On effectue une suite de tirages, avec remise, d’'une boule de 'urne. Soit X la variable aléatoire
comptant le nombre de tirages effectués lorsqu’on obtient pour la premiere fois deux boules noires lors de
deux tirages consécutifs.

1. Elaborer une relation de récurrence d’ordre 2 satisfaite par la suite (P(X > n))nen-.
2. Montrer que la variable aléatoire X est d’espérance finie et calculer E(X).
3. Déterminer la loi de la variable aléatoire X, id est calculer P(X = n) pour tout n € N*.

Exercice 2. Soit F I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C? telles que f(0) = 0.

Soient N1 et Ny les applications définies de F vers R par

Ni(f) = 1lse et Na(f) = I + f'lloo-

—_

. Montrer que FE est un espace vectoriel et que N7 et Ny sont des normes sur F.
. Déterminer un réel a > 0 tel que Vf € E, Nao(f) < a- Ni(f).
3. Montrer que, pour tout f € F,
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fle)=e / ) + £ ()t

4. En déduire que les deux normes sont équivalentes.

Exercice 3. On note ¢! 'ensemble des suites réelles u telles que > |u,| converge, 2 I'ensemble des suites
réelles u telles que > u2 converge et £>° I’ensemble des suites réelles bornées.

1. Montrer que £', £2 et /> sont des sous-espaces vectoriels de RN et que ¢! C ¢2 C ¢,
2. On définit sur #! trois normes par :

+oo 00 1/2
fully = > fua| ||u2—<2ui> et |[lull . = sup|u,|
n=0 n=0 neN

pour tout u € 1.

(a) Déterminer, s’il existe, le plus petit réel a tel que Vu € £*, |lul| < a- [|ul; .

(b) Les normes ||-||; et ||-||,, sont-elles équivalentes ?

(¢) Les normes || - ||1 et || - ||2 sont-elles équivalentes ? Et les normes || - ||2 et || - |loo ?



