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CORRIGE DE LA FEUILLE DE T.D. N° 18

Fonctions de deux variables

6 février 2026

Exercice 1. Les fonctions suivantes définies par

2y ( )_Lﬁ Wz )_3;3—|—y4
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f(z,y) = Tl

pour tout (x,y) # (0,0) et par f(0,0) = g(0,0) = h(0,0) = 0 sont-elles continues en (0,0) ?

4
Exercice 2. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = % pour tout (x,y) # (0,0) et f(0,0) = 0.
€ Yy

Montrer que f est de classe C* sur R2.

— En chaque point (z,y) # (0,0), les deux dérivées partielles
—2zyt
(:c2 + y2)2 ’

existent (car f est un quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas) et sont continues (car les
fonctions 01 f et Oa2f sont des quotients de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas).

4y3$2 + 2y5

01 f(z,y) = (@2 + y2)?

82f(x7 y) =

— En (0,0), la dérivée partielle 0 f existe et vaut 0 car

f(h,0)— f(0,0) 0-0

= — 0.

h h  h—0

Et la fonction 9y f est continue en (0,0) car d1 f(z,y) — 0=201f(0,0). En effet :
(=,9)—(0,0)
20| - |y* [l (z, )I1°
0 < o1 f(z,y)| < <2 < 2|z, »)

@*+v2)? 7 =yt

car fol = ViF < VATEP = @)l et bl = VAT < VETHS = @)l Doh if(@y) 0 dapris lo
z,y)— (0,
théoréme des gendarmes.
— De méme, 92f(0,0) existe et vaut 0 car
0,k) — f(0,0) k*-0
0.0~ f0,0 K -0 _
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Et la fonction 92 f est continue en (0,0) car 92 f(z,y) — 0=02f(0,0). En effet
(z,5)—(0,0)
AlylPlal® + 2ly[°

0 < |02f(z,y)| < (@2 + 92)2

<6|[(z,y)l

Donc la fonction f est de classe C1 sur R2.

sin(xy)
|z + [y
continue en (0,0), que J1 (0, 0) existe mais que 01 f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 3. Soit f(z,y) = pour tout (z,y) # (0,0) et f(0,0) = 0. Montrer que la fonction f est



[sn(u)] < Jul pour tout u € B, doi (@) < | Jjﬁ"' - On oyl < VRV < @l Be (ol +10)? =
x| + |y

z? +y? + 2lwy| > «% 4+ ¢, d’ou |z| + |y| > ||(z, y)|l. Donc
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0< [f(z,y)| < < < |[(z,y — 0
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D’ou (gendarmes) : f(z,y) — 0. Or f(0,0) = 0 par définition. Donc f est continue en (0, 0).

(#,9)—(0,0)

0+ h,0 0,0) Snhg)

7O+4,0) = f(0,0) _ Tnixo —0 — 0, donc 81 £(0,0) existe et 91 £(0,0) = 0.
h h h—0
Soient z > 0 et y > 0 : alors |z| =z, |y| =y, d’ou f(z,y) = sin(zy) et d1f(z,y) = ycos(zy)(z +y) — sm(:cy).
z+y (z +y)?
- 222 cos(z?) —sin(2?)  22%(1 +e(2)) — (22 + 22e(z)) 22 +2%e(z) 1

En particulier, 01 f(z,z) = (52)? = (202 = ™ =1 +e) zjo>+ 1. 0r

% # 01f(0,0). D’ou la fonction 01 f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 4 (Dériver suivant un vecteur). Soient un ouvert U de R?, un point a = (a1, az) € U et un vecteur
v = (v1,v2) € R On dit qu'une fonction f : U — R est dérivable en le point a suivant le vecteur v si la

limite
L flat ) - f(a)
t—0 t

existe et est finie. On note alors D, f(a) cette limite et on I'appelle la dérivée de f en a suivant v.
1. Montrer que : si f est dérivable en a suivant tout vecteur v, alors f admet des dérivées partielles en a.
2,
e si (z,y) # (0,0) et g(0,0) = 0.

(a) Montrer que la fonction g n’est pas continue en (0,0).
(b) Montrer que g est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur (z,y).

2. Soit g(x,y) =

3. Montrer que : si f est de classe C' sur U, alors f est dérivable en tout point a € U suivant tout vecteur
v et exprimer D, f(a) & I’aide des dérivées partielles de f en a.

La réciproque est-elle vraie ?

fotte) ~ f@) _,

1. La fonction f est dérivable en a suivant chaque vecteur de la base (e1,e2). D’out n =
N

flatter) = f(a) _ flar +1 a2) — f(a1,a2)

De, f(a). Or

: . , qui a donc une limite finie, égale & D¢, f(a). Donc 91 f(a) existe et est égal
a D¢, f(a). De méme, 82 f(a) existe et est égal & De, f(a).
2. (a) La fonction g n’est pas continue en (0,0) car (z,z?) — (0,0) mais g(x,z?) = % ne tend pas vers g(0,0) = 0.
rT—r
t322

Yy ‘o1 -
AT 42y2 d’ou :

. _ _ (a+tv)—g(a) _ g(tz,ty) _
(b) Soient a = (0,0) et v = (z,y) # (0,0). Alors < o0l — SR =

. : g(tz,ty) z2y z
— (premier cas) si 0, alors =——* = — T
(p ) siy#0, 1 2eity? 10 v

— (second cas) si y = 0, alors M =0—0.
t—0

2
Donc g est dérivable en (0,0) suivant tout vecteur et D(; ,)g(0,0) est égal a T s y#O0etestégal a 0siy=0.
)
3. Soit v = (v1,v2) € R2. Si la fonction f est de classe C!, alors fla+tv) = f(a1 +tvr, a2 +tv2) = f(a1,a2) +tv101 f(a1,a2)+
t —
tvada f(a1,a2) + ||tv]|le(tv) d’apres la formule de Taylor & Young. D’oi1, pour tout t € R* : M =v101f(a) +
v202 f(a) + ||v]|e(tv) = v101 f(a) + v202 f(a). Donc f est dérivable en a suivant v et Dy f(a) = v101 f(a) + v2d2 f(a).
—

La réciproque est fausse : la question précédente exhibe un contre-exemple. En effet, elle est dérivable en (0, 0) suivant
tout vecteur. Et aussi en tout autre point (x,y) car elle est de classe C! sur R2 \ {(0,0}. Mais elle n’est pas continue en
(0,0), donc a fortiori pas de classe C! sur R2 1> corollaire 14 du chapitre XX.



Exercice 5. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C?.
1. Soit la fonction f : R? — R, (x,y) — (22 + y?).

Montrer que f est de classe C! et calculer xaf y?i Interpréter géométriquement le résultat.

2. Soit la fonction g : R* x R = R, (z,y) — 90( )-

Montrer que g est de classe C! et calculer as g y 2. Interpréter géométriquement le résultat.

1. Soit la fonction f : R2 = R, (z,y) — ¢(z? + y?).

 est dérivable, d’ott : 91 f(z,y) = 2x¢’ (x% + y?) et Oaf(x,y) = 2y’ (22 + y?). Or ¢* est continue, d’oll 91 f et 2 f sont

continues (car ce sont des produits et composées de fonctions continues). Donc f est de classe C!.
De plus z - 92 f(z,y) —y - 01 f(z,y) =z 2y (2? +y?) —y - 229 (2% +y?) = 0.

X 81f(x7y)

Orz-0xf(@,y) —y-0f@y) = |, 5 1(s y)

= det (£, Vf(Z)). D’ou le vecteur & = (z,y) et le gradient V f(Z) sont

colinéaires. Pourquoi ? Car le cercle d’équation x2 4 y2 = cte est une courbe de niveau de la fonction f et le gradient est

orthogonal & cette courbe de niveau.
2. Soit la fonction g : R* x R = R, (z,y) — @(¥).

— 1
La fonction g est de classe C! car d1g(x,y) = —;J@’(%) et ag(z,y) = —¢'(¥) et ¢’ est continue. De plus z - d1g(z,y) +
x x

y-02g9(z,y) =0. Or z-d1g(z,y) +y - J2g(z,y) est égal au produit scalaire (Z, Vg(Z)). D’ol le vecteur & = (z,y) et le

gradient Vg(Z) sont orthogonaux. Pourquoi? Car la droite (privée de l'origine) d’équation = = cte est une courbe de
x

niveau de la fonction g et le gradient est orthogonal & cette courbe de niveau.

Exercice 6. On dit qu'une fonction f : R? = R, x = (z1,22) — f(z) est homogene de degré o € R si
Vt € R*, Vo € R f(tz) = t* f(x).

Montrer que, si f est de classe C!' et homogene de degré o, alors

1. les dérivées partielles 0y f et o f sont homogenes de degré o — 1
2. pour tout x € R%, 2,0, f(x) + 2202f (z) = af ().

1. Soit t € R*. Les deux fonctions définies par g(z) = f(tz) et h(z) = t*f(x) sont égales et de classe C'. Leurs dérivées

partielles :
0ig(x) = t0; f (tx) et Oih(z) = t%0; f(x)
sont égales pour tout ¢t € R*, d’ou (en divisant par t) :
Vt € R*, Vz € R?, 9, f(tx) = t*718;f(x).
Chaque dérivée partielle est donc homogene de degré o — 1.
2. Soit x € R2. Les deux fonctions définies par G(t) = f(tz) et H(t) = t* f(zx) sont égales et dérivables. Leurs dérivées

2
= Z d(f; flz) = Zmla fx) et H'(t) = at® Lf(z)
i=1

sont égales pour tout ¢t € R*, donc en particulier pour t =1 :

2
leﬁzf(x) = af(z).

Exercice 7 (Une équation aux dérivées partielles). En passant en coordonnées polaires, déterminer toutes les

fonctions f de R? \ {(0,0)} vers R de classe C! telles que :

af Bf
V(Ivy) 7£ (070)7 'Taiy 895



Soit, pour tout r > 0 et tout p € R, F(r,p) = f(rcosg,rsingp). La fonction F est de classe C! sur |0, +oco[xR car c’est la
composée f o M de deux fonctions de classe C! : la fonction f et la fonction M : (r,¢) — (z,y) = (rcos ¢, rsin ¢). De plus,

OF _0f0x  0f0y _ O of __ofr . of
8¢_8x3@+8y8¢_ rsm(cp)8x+rcos(<p)ay— +x

Y ox Jy
grace a la regle de la chaine.

0 7] OF
D’ou xa—f — ya—f =0 <= e = 0 <= F(r,¢) = k(r), ol k est une fonction de classe C! sur ]0, +oo|.
y x ©

Exercice 8. 1. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de la fonction f définie sur R? par
f(z,y) = 2%+ 2y +y* — 3 — 6y.

En chaque point critique, préciser s’il y a un extremum local, si c’est un minimum ou un maximum et
s’il est global.
2. Déterminer I’ensemble de définition de

fz,y) = zIn®z + x>

Etudier les points critiques de la fonction f, ses extrema locaux et ses extrema globaux.

Exercice 9. Déterminer tous les extrema locaux de la fonction
f:R?2 5 R, (z,9) — sin(zy).

Pour chacun d’entre eux, préciser si ¢’est un minimum ou un maximum et s’il est global.

ANALYSE : R? est un ouvert et la fonction f est de classe C!, d’oi, s’il y a un extremum local en point (x,y) € R2, alors (x,y) est
un point critique de f :

O1f(z,y) =ycos(zy) =0 cos(zy) =0 ez, zy=73 +pr
Vf(z,y)(0,0) <= (et <= <ou <= <ou
02f(z,y) = zcos(zy) =0 r=y=0 (z,y) = (0,0)

Les points critiques de f sont donc :

— Jlorigine (0,0);

— les points de la réunion UZHp des hyperboles Hy d’équation zy = % + pm.
pE

SYNTHESE : f(0,0) = 0 et, au voisinage de (0,0) : f(0 + h,0 + k) = sin(hk) est strictement positif si hk > 0 ou strictement
négatif si hk < 0. Il n’y a donc pas d’extremum local en (0, 0).

Sur chaque hyperbole Hp, f(z,y) = sin (% +p7r) =(-1P:
— si p est pair, alors f(x,y) = 1 qui est un maximum global car ¥(z,y) € R?, sin(zy) < 1;

— si p est impair, alorsf(z,y) = —1 qui est un minimum global car V(z,y) € R?, sin(zy) > —1.

Exercice 10. On souhaite déterminer les fonctions f : R?2 — R, de classe C!, vérifiant ’équation suivante :

Y(z,y,t) ERY, flz+ty+t)=flwy) (%)
1. Démontrer que, si f € C'(R? R) vérifie (%), alors :

0 0
Wo) € B 3w+ 5w =0,



2. Résoudre Iéquation aux dérivées partielles précédente et en déduire I’ensemble des solutions de ().

1. Soit (x,y) € R2. La fonction M ;R — R2, t — M(t) = (x +t,y +t) est de classe C!. La fonction f o M est donc aussi C*
par composition de fonctions C!. Or cette fonction f o M est constante d’aprés (%), donc sa dérivée en 0 est nulle :
d(z + 1) d(y+1t) of

6] 0 0
pm (t)a—i(a:th,wat)Jr7(t)a—£(x+t,y+t) = —(z+t,y+t)+8f£(az+t,y+t)

0= (foM)(t) = - -

o N N A . ) )
pour tout t € R, d’apres la regle de la chaine. En particulier, si ¢ = 0, alors a—i(m, y) + afi(x,y).

ut+v u—v

2. On effectue le changement de corrdonnées (u,v) = (z+y, z—y) équivalent & (z,y) = (*3=, “57). On pose F(u,v) = f(z,y).
La fonction F est C! car c’est la composée de deux fonctions C!. On calcule les dérivées partielles de f en fonction de
celles de F' grace a la regle de la chaine :

of _0Fou  OF0u _OF  OF
8x  Ou Oz O Bz Ou ov
g _ OF Ou 8F@ OF OF

8y7£87y+%8y78u v
On résout ’équation aux dérivées partielles (EDP) :
V(z,y) € R2, %Jr%;:O —  V(u,v) € R?, %zo
<~  Y(u,v) ER2, F(u,v) = C(v), ot C est de classe C*
= V(z,y) €R?, f(z,y) =Clz—y)

Si une fonction f vérifie (), alors elle est une solution de 'EDP, d’ou f(z,y) = C(z — y). Réciproquement, toute fonction
de cette forme vérifie (x) car

V(I,y,t) €R37 f(m+t7y+t):C(z+t_(y+t)):C(I_y):f(m)y)'



