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Intégrales a parametre

r—[ Exercice 1 xx }

On pose pour tout (z,t) € R} x]0,1], g(z,t) = %
z—1
1) Soit 2 > 0. La fonction ¢ i g(x,t) est continue par morceaux sur |0, 1]. De plus, 17 =50+

t*=1 = ——— Comme 1 — z < 1, la fonction t —
tl—z t

comparaison de fonctions positives, f(x) existe.

est intégrable sur |0, 1], et donc par

2) « Pourtoutz > 0,t > g(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur ]0,1] ;
« pour tout ¢t €]0, 1], x = g(z,t) est continue sur R*.
« Soit a < b deux réels strictement positifs. Pour tout (z,t) € [a, b] x]0,1],
a—1

< go 1,
1+¢

| g(z,t)] <

Comme ¢t - t%~1 est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1], la fonction f est continue
sur tout segment de R, donc f est continue sur R}

3) Soit z > 0.
1 21 T 1
t 4+t 1
1) = —dt = v ldt = =,
f(@)+ flz+1) /O 151 /0 .
1
x:O 5

4) Par continuité, lin{l) f(z+1)= f(1) donc f(x)
T—

\

r—[ Exercice 2 xxx* }

On pose pour tout (z,t) € R2, f(z,t) = 1‘3;;

1) Soit z € RT. La fonction t - f(z, t) est continue par morceaux et f(z,t) = o(;%) quand ¢ tend
vers +00, donc F'(x) existe.

2) Pour tout t € R™, la fonction z > f(z,t) est de classe C*° et pour tout z > 0,

onf
ox™

(—=1)"n!

n,—t

f(l’,t) =

On en déduit que pour tout & > 0, les fonctions ¢ — % f(z,t) sont continues par morceaux.

De plus, pour tout n € N,

o f

V(z,t) € R2,|—=
(.’E,)E +’|8$n

f(z,t)] < nlthe .

Comme t - t"e ™" est continue par morceaux et intégrable sur R*, on peut affirmer que F est de
classe C*° et

- +oo t’neft
n — n S
VneN,Vz >0, F (l’) = (_1) n'/o (1 4 tm)n-ﬁ-ldt'

1) De la formule précédente, on déduit F(™(0) = (—1)"(n!)2.

\

f—[ Exercice 3 xxx* }

\.
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L L donc cette

1) Soit z € R, . La fonction ¢ = W est continue sur [0, +oo[ et =337 Yo T

fonction est intégrable. Ainsi f est bien définie sur R, .

2) Comme u % est un C*-difféomorphisme entre R* et R*, on peut réaliser le changement de

variables ¢ = L et on obtient f(0) = f0+°° 11’;3 = f0+°° ff;‘?, et donc f(0) + f(0) =
+oo dt _ Ar
fo 2—t+1 37'

Par suite f(0) =

3f

3) Pour tout > 0, 5 est continue par morceaux et intégrable sur R 4 et pour tout t €

1+:v3+t

R, zH W est continue sur R, et pour tout (z,t) € Ri, m[ < 1+t3 Comme t
il J:ts est intégrable sur R, la fonction f est continue sur R, .
Soit (z,y) € ]R%r avec z < y. Pour toutt € R, 1+1},,+t3 > 1+yé+t3, donc par croissance de

I'intégrale, f(y) > f(z). Donc f est décroissante.

4) Pour tout z > 0,

too dt 1 [T du
0< < - = "
_f(m)_/0 34+ z2 0 1+

la derniere égalité venant du changement de variables affine t = zu. On en déduit par le
théoréme d’encadrements que lim f(z) = 0.
xr—+00

\

,—[ Exercice 4 xxx* }

1) Soit x > —1. La fonction ¢t sin®*®) est continue sur 10, % et sin®(*) o t*. Comme z > —1,
t = t* est intégrable sur |0, 7], et par comparaison de fonctions positives, ¢ - sin®®) est
intégrable sur ]0, 7] et donc f(x) existe et est positif.

2) Onnote g(x,t) = (sint)” pour tout ¢ €]0, 7] et tout z > —1.
« Pour tout ¢ €]0, 5], z = g(z, t) est de classe C* sur | — 1, 40c0],
« pour tout x > —1, ¢ g(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, 2]
« pour tout z > —1, pour tout ¢ €]0, T, gg (x,t) = In(sin(t))(sint)*, donc t > (:v t) est
continue par morceaux sur |0, 5]
« Soit [a, b] un segment inclus dans | — 1, 400,

V(z,t) € [a,b] x]0, g], lg(z,t)| < |In(sint)(sint)e].

On pose ¢ : t = |In(sin t)(sin t)“| La fonction ¢ est continue par morceaux, et intégrable sur
10, Z] car p(t) = 0 — (t - 0)(75) aveca = 352 < 1.

Ainsi f est de classe Ct sur tout segment de ] — 1, +o0[ donc f est de classe C* sur | — 1, +00]
etVe > —1, f'(x f In(sin ¢)(sin t)*dt. Comme pour tout ¢ €]0, 5], In(sint) < 0, f'(z) <0

et donc f est decr01ssante

3) Une intégration par parties donne pour tout z > —1,

us

flx+2)= /2 (sint)®(1 — cos® t)dt
0

B (sint)*+1 |
= f(z) — [x——HCOSt]O —x+1f(a:+2)

et donc f(z +2) = ﬁ—i;f(x)
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4) Soitz > 0. p(z 4+ 1) = (¢ +1)f(z + 1) f(z) = (x 4+ 1) x ZZ f(x —1)f(z) = ¢(z). Onen
déduit par récurrence que pour tout n € N*, p(n) = ¢(1) = f(0)f(1) = 7.

5) Onremarque que lim, ,; ¢(z) = lim__,; ¢(z + 1) = (1) car ¢ est continue en 1. Comme f est

continue en 0, lim, 4 f(z) = f(0) = 5. D’ou pour tout x > —1, f(z) = % S a:+r1

\

r—[ Exercice 5 *x }

1) Soit z > 0. La fonction ¢ 1+t2
intégrable sur [1, +oo]. Par suite, la fonction f est bien définie sur R? .

est continue sur R" et positive. De plus r t2 = o(%) donc est

—tx

On pose pour tout (z,t) € R} x Ry, g(,t) = .

Pour tout ¢ € R*, la fonction x + g(z, t) est de classe C? sur R et

dg t 0%g t2
V>0, =(z,t) = — e*t””et— )= ——e @
On en déduit que pour tout z > 0, la fonction t = 52 (:L‘ t) est continue par morceaux sur R* et
intégrable sur RT, et ¢ W(w t) est continue par morceaux.

Soit [a, b] un segment inclus dans R? .

V(z,t) € [a,b] x RT |—(:E t)| < e,

at

Comme ¢ -+ e~ est continue par morceaux et intégrable sur R™, la fonction f est de classe C*?

sur tout segment de R* , donc de classe C? sur R .

2) L’encadrement 0 < f e a < f0+°° e tedt = % valable pour tout z > 0 permet d’obtenir

1+t2
hmxﬁJroo f(iIJ) =73

\.

f—[ Exercice 6 xxx }

1) Pourz € Rett > 0, on pose f(x,t) = e~** ch(2axt).
« Pour toutt > 0,z > f(x,t) est de classe C! sur R et

of
Oz

+ On en déduit que pour tout x € R, ¢ = f (a: t) est continue par morceaux sur R,.

Vz € R, ==(x,t) = 2te " sh(2axt).

« Pourtoutzx € R, t — f(z,t) est contlnue par morceaux sur R et négligeable devant t% en
+o00 donc intégrable.
« Pour touta € R,

Vz € [—a,a],Vt > 0, |2te " sh(2zt)| < 2a sh(2at)e!

Comme t — 2a sh(2at)e_t2 est intégrable sur R, d’apres le théoréme de dérivation sous le
symbole intégral, F est de classe C'! sur tout segment [—a, a] inclus dans R, donc sur R et

+00 )
Ve € R, F'(z) = / 2te™"" sh(2xt)dt.
0
Une intégration par parties donne alors, pour tout x € R,

+o0o
F'(z) = [—e—t2 sh(2:pt)]0+ + 2:6/ e t? ch(2zt)
0
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et donc F est solution de I’équation différentielle y* — 2zy = 0. On en déduit que pour tout = €
R, F(z) = ev.

2) Pourtoutx € Rett >0,

+o00
22n

fla,t)=>" ) (zt)2ret,
n=0 :

On fixe z € R. On pose pour tout n € N, u,, ;) = (Z:; (xt)2re .

Pour tout n € N, la fonction u,, est continue par morceaux sur R, et intégrable sur R*. La série
de fonctions Y u,, converge simplement vers t — f(z,t) qui est elle-méme continue par

morceaux.
Soitn € N.
+oo 2n 2n +oo
2 ]x\ 2
[ty )| dt = —/ t2net dt.
/0 n(t) @2n)! J,
On pose [, = f % $2ne~t* ¢, Une intégration par parties donne I, ; = 2”“[ On en déduit
par récurrence que pour toutn € N, [, = 2(3,? 1)1' - X £ et donc
+o0 |x|2n ﬁ
U dt = X —.
/O gy dt = 0" 5 Y

Ainsi la série ) [|u,, | dt converge. D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme,

f/w pdt = ‘/_Z =

n=0

\

f—[ Exercice 7 xxx% }

f@) . f@) = f(0)

. _ 0. lim
Comme f est dérivable en 0 et f(0) = 0, lim == = lim = —

On prolonge g par continuité en posant g(0) = 0.

D’apreés le théoréme fondamental de I’analyse,
T 1
Vz e R, f(z) = / f(u)du = x/ f(tz)dt
0 0

la derniére égalité s’obtenant par le changement de variables affines u = tx.
On en déduit que pour tout x € R*, g f 1/ (tz)dt.
De plus, fo f(0Oxt)dt=f'(0)= g(O). Donc

1
Ve e R, g(z) = / f/(zt)dt.
0

On pose pour tout z € Rett € [0,1], h(x,t) = f'(xt).

« Pour tout ¢ € [0, 1], 1a fonction = > h(z,t) est de classe C™ sur R et

n

Vr € R, g h( 1) =t f D (xt).

+ Pour tout x € R, pour toutn € N, ¢t —» 622 (z,t) est continue par morceaux sur [0, 1].

« Soit @ € R. Comme f("*1) est continue sur [—a, a], elle y est bornée. D’ot1




Lycée Clemenceau - MP2I Solutions du TD 13 2025-2026

Vz € [—a,a],Vt € [0,1], [t*f"+D(xt)| < 1 x sup f.

[_a)a]
Les fonctions constantes sont intégrables sur tout segment.
On en déduit que g est de classe C™ sur R pour tout n € N et
1 1)
F(0)
Wn € N, g™ (0 :/ g poit) (gygp = L0
neNgm(©) = [ ey =

0

\.

f—[ Exercice 8 xx*xx }

_ M@le)-T'@)?

On pose f = In o I'. On sait que f est de classe C? et pour tout z > 0, f”(z) o)

D’apreés le théoréme de dérivation sous le signe intégral,
+o0 400
Ve >0,IV(z) = / In(t)t* te~tdt et T (z) = / (Int)?t*letdt.
0 0

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour > 0,

+o0

I (z)T(z) > ( Vite—le=t x \/(In t)Qt””—le—tdt)

0

oo n xfleft
> ( /0 (Int)t dt)

> T (z)?.

2

On en déduit que pour tout z > 0, f”(z) > 0 et donc f est convexe.

\

f—[ Exercice 9 xxx* }

1) Soitt # 0. Si [t| > 1, alors \smtﬂ\ < |sin(¢)] < 1.On étudie h : t w sur |0, 1]. Cette
fonction est dérivable deux fois et pour tout ¢ €]0, 1], b/ (t) = 7% (¢ cos(t) — sin(%)) et
4 (tcos(t) —sin(t)) = —tsin(t) d’ou le tableau de variations suivant :

t 0 1
0

tcost —sint \

1

sin 1

On en déduit que la fonction |h| est majorée par 1.

2) On pose pour tout (z,t) € (]0, +o0[)?, f(z,t) = h(t)e 2. Pour tous z et t strictement positifs,
|f(z,t)| < e et donc I'intégrale f0+oo |f(z,t)| dt converge et f0+°o|f(m, t)] dt <

f+°° e ®tdt = 1.
0 x

3) 1l s’agit d’une intégration par parties.

4) Soit a > 0. On pose X = [a,+oo[ et T = R} .
« Pour tout t € T, la fonction x + f(x,t) est de classe C! sur X (car z %(:c, t) =

—xt

—sin(t)e™ ™" est continue sur X)

« pour tout € X, la fonction ¢t — f(z,t) est continue par morceaux sur 7', et intégrable sur T’

d’apres la question 2.
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\

5)

6)

7)

8)

» pour toutx € X, la fonct10n t = gf: (z,t) est continue par morceaux sur 7',
« pour tout (z,t) (w t)‘ <e et f e %dt converge.

On en déduit que g est de classe C sur tout intervalle de la forme [a, +oo[ avec a > O et donc g

est de classe C! sur R*.. De plus, pour tout z > 0, ¢’ (z) = — f sin(t)e *tdt = 1+x2

On en déduit que g est une primitive de ﬁ sur I'intervalle R* , et donc il existe une

g(x)| <

f(;roolf( t)| dt < L donc g a une limite nulle en +oo. Comme hrfl Arctan( ) = 5> on peut
r—+00

conclure : g(z) = 7 — Arctan(z) = Arctan (1) pour tout z > 0.

constante K telle que pour tout > 0, g(z) = — Arctan(x)

Soit z € R™. Pour toutn € N, 0 < u,,(z) < f (nt1)m L dt < L Le changement de variables 6 =
t — m donne u,,_; (x f(nﬂ)ﬂ\ 111(9)(%%7r 0+“>d0 < Uy (-

D’apreés le théoréme des séries alternées, la série ) | (—1)"u,, () converge et son reste R,, ;)
vérifie

1
n+1

‘Rn(m)| < |un+1(x)| <

On en déduit que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0, et donc que la série
de fonctions Y (—1)"u,, (z) converge uniformément sur R*.

Soient X = R* et T = [nm, (n + 1)7.

+ Pour tout ¢ € T, la fonction z — f(x,t) est continue sur X,

« pour tout € X, la fonction ¢t — f(z,t) est continue par morceaux sur 7T,
« pour tout (z,t)

(z,t)] <1 etlintégrale fT 1dt converge car T est un segment.

On en déduit que u,, est continue sur R*.
+00

Pour tout x > 0, g(z) = Z (—1)™u,,(z). La fonction g est continue sur R* puisqu’il s’agit

d’une limite uniforme d’une suite de fonctions continues. En particulier g est continue en 0 et

donc f(;roo —Siny)dx =g(0) = 7.

\.

f—[ Exercice 10 *x }

Le changement de variables affine t = u(x) + 6(v(xz) — u(z)) donne

v(z) 1
z,t)dt = (v(z) — u(x x,0)do
/ f(a t)dt = (v(z) <>>/Og( )

u(x)

ot g(z, ) = (x, u(x) + (v(x) — u(z)).

Il suffit alors d’appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégral sur tout segment inclus dans

I.

\

r—[ Exercice 11 »x }

On remarque que pour tout entier n et tout réel z,

< 2
T (z+1)(z+2)

= p(z)

I (k+a)

avec ¢ intégrable sur [0, +ool.

De plus,
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In <—HZ:17(L;€+.’E)) - —kzn;ln(l + %) — -

quand n — 400 (série divergente).

. s . +oo n! _
Par convergence dominée, lim,, ,, fo Hn—dac =0.

N )
f—[ Exercice 12 x*x }
1) La fonction t - {5 est contlnue par morceaux sur |0, 1], z 1—+t est continue sur €2, et pour
tout z vérifiant Re(z) > a, 1+t < 5 = o(t) ; comme ¢ est intégrable sur |0, 1], f est

continue sur {z € C | Re(z) > a} pour tout a > —1, donc sur 2.

2) On remarque que pour tout z > —1, f(x) + flz+1) = ﬁ etdonc f(z) ~ #1

1 tz+1
(1+t)?

1
t=+1dt < / tRe(@)Hlgp — — _— 4
/ | | 0 Re(z) + 2

3) Par intégration par parties, (2 + 1) f(2) = 3 1+ f =zdt. Or

/1 tz—i—l
o (1+1)?
quand Re(z) — +o0.

Dou f(z) ~ .

\

r—[ Exercice 13 »x }

On pose pour tout (z, ) € (RT)?,

eft

flat) = .

Pour tout z > 0, la fonction ¢ - f(z,t) est continue par morceaux, et
vVt >0,|f(z,t)] <e?
donc F est définie sur R™.

Soit ¢t > 0. La fonction z — f(x,t) est de classe C™ d’apres les théorémes généraux, et

o f (=1l
'O D) = (14 tx)n+!

n,—t

Va >0,

On en déduit que pour tout (z,¢) € (RT)?,

o f
oz

(:L‘,t)‘ < nlt"et.
On en déduit que F est de classe C™ sur RY, et

F(0) = /m (—1)"nlt"e tdt = (—1)"(n!)%.

]

Exercice 14 x%% J

1) Une intégration par parties permet de conclure.

2) Soit e > 0. Comme ¢ est intégrable sur R¥, il existe un réel A tel que
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[ tetoar <<

A

Soit n > 0 tel que pour tout x > n,

S o(t) cos(at)dt| < e.

D’ou pour tout z > n,

+o00 A 400
cos(xt)d cos(xt)d cos(xt)d
A w><mz4¢@<wtﬁéww<wt
€ h d
<+Amwt
< 2e.

On en déduit que lim,_, f;oo ©(t) cos(xt)dt = 0.

\.

r—[ Exercice 15 xx }

—xt

On pose pour tout z > 0 ett > 0, f(z,t) = {5

Soit z > 0. La fonction t = £—5 » est continue par morceaux.

1+t
Soit t > 0. La fonction z > f(z,t) est de classe C? sur R%, et pour tout z > 0,
af t 2f t2 7a:t

P i el P S el

donc F est de classe C? sur ]a, +oo[ pour tout réel strictement positif a, donc F est de classe C? sur
R et
+

+o0 e Tt too 1
Ve >0,F"(z)+ F(z) = / e tdt = {— ]
0

O
Enfin, pour tout x > 0,
+oo
0< F(z) < / e *tdt = =

0 X

donc lim F(z)=0.

T—+00




