
Lycée Clemenceau - MP2I TD 13 2025-2026

Intégrales à paramètre

Exercice 1  ★★

Soit 𝑓  la fonction définie par

𝑓(𝑥) = ∫
1

0

𝑡𝑥−1

1 + 𝑡
𝑑𝑡.

1) Justifier que 𝑓  est bien définie sur ℝ+∗ .
2) Justifier que 𝑓  est continue sur ℝ+∗ .
3) Calculer 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 + 1) pour tout 𝑥 > 0.
4) Donner un équivalent de 𝑓  au voisinage de 0.

Exercice 2  ★★★

On pose

𝐹(𝑥) = ∫
+∞

0

𝑒−𝑡

1 + 𝑡𝑥
𝑑𝑡.

1) Montrer que 𝐹  est bien définie sur ℝ+.
2) Montrer que 𝐹  est de classe 𝐶∞ sur ℝ+.
3) Calculer 𝐹 (𝑛)(0) pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

Exercice 3  ★★★

Soit 𝑓 : 𝑥 ↦ ∫+∞
0

𝑑𝑡
1+𝑥3+𝑡3 .

1) Montrer que 𝑓  est définie sur ℝ+.
2) À l’aide du changement de variables 𝑢 = 1

𝑡 , calculer 𝑓(0).
3) Montrer que 𝑓  est continue et décroissante.
4) Déterminer lim+∞ 𝑓 .

Exercice 4  ★★★

Soit 𝑓  la fonction définie par la formule 𝑓(𝑥) = ∫
𝜋
2
0
sin𝑥(𝑡)𝑑𝑡.

1) Montrer que 𝑓  est définie et positive sur ] − 1,+∞[.
2) Montrer que 𝑓  est de classe 𝐶1 et préciser sa monotonie.
3) Trouver une relation entre 𝑓(𝑥 + 2) et 𝑓(𝑥) pour tout 𝑥 > −1.
4) On pose pour tout 𝑥 > 0, 𝜑(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥)𝑓(𝑥 − 1). Montrer que pour tout 𝑥 > 0, 𝜑(𝑥 + 1) =
𝜑(𝑥) et en déduire 𝜑(𝑛) pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.

5) Déterminer un équivalent de 𝑓  au voisinage de −1.

Exercice 5  ★★

On pose pour tout 𝑥 > 0, 𝑓(𝑥) = ∫+∞
0

𝑒−𝑡𝑥
1+𝑡2𝑑𝑡.

1) Montrer que 𝑓  est de classe 𝐶2 sur ℝ∗+.
2) Montrer que 𝑓  est une solution de l’équation différentielle 𝑦″ + 𝑦 = 1

𝑥 .
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3) Déterminer la limite de 𝑓  en +∞.

Exercice 6  ★★★

Soit 𝐹  la fonction définie sur ℝ par

𝐹(𝑥) = ∫
+∞

0
𝑒−𝑡2 ch(2𝑥𝑡)𝑑𝑡.

1) Montrer que 𝐹  est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. En déduire
une expression de 𝐹(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ ℝ.

2) Retrouver l’expression de 𝐹(𝑥) à l’aide d’une intégration terme à terme.

Exercice 7  ★★★

Soit 𝑓 : ℝ → ℝ une fonction de classe 𝐶∞ vérifiant 𝑓(0) = 0. Montrer que la fonction 𝑔 : 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥)
𝑥  se

prolonge en une fonction de classe 𝐶∞ sur ℝ puis exprimer ses dérivées successives en 0 en fonction
de celles de 𝑓 . 

Exercice 8  ★★★★

Montrer que ln ∘ Γ est convexe, où Γ est la fonction définie par

∀𝑥 > 0, Γ(𝑥) = ∫
+∞

0
𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡.

Exercice 9  ★★★

1) Montrer que pour tout 𝑡 ≠ 0, | sin(𝑡)𝑡 | ≤ 1.

2) Montrer que pour tout 𝑥 > 0, l’intégrale ∫
+∞

0
|sin 𝑡
𝑡
𝑒−𝑥𝑡|𝑑𝑡 converge et que sa valeur est

inférieure à 1𝑥 .

3) Montrer que l’intégrale de Dirichlet ∫
+∞

0

sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 est convergente.

Soit 𝑔 la fonction définie sur ℝ+ par 𝑔(𝑥) = ∫
+∞

0

sin(𝑡)
𝑡

𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡.

4) Montrer que la fonction 𝑔 est de classe 𝐶1 sur ℝ∗+ et que pour tout 𝑥 > 0, 𝑔′(𝑥) = − 1
1+𝑥2 .

5) Calculer 𝑔(𝑥) pour tout 𝑥 > 0.

6) Soit, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛(𝑥) = ∫
(𝑛+1)𝜋

𝑛𝜋

| sin(𝑡)|
𝑡

𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡. Montrer que la série de fonctions

∑(−1)𝑛𝑢𝑛 converge uniformément sur ℝ+.

7) Montrer que chacune des fonctions 𝑢𝑛 est continue sur ℝ+.

8) En déduire la valeur de l’intégrale de Dirichlet ∫
+∞

0

sin(𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 = 𝜋
2 .

Exercice 10  ★★
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Soient 𝑓 : 𝐼 × ℝ → ℝ, 𝑢, 𝑣 : 𝐼 → ℝ des fonctions continues, 𝐼  désignant un intervalle de ℝ. Montrer
la continuité de la fonction 𝑥 ↦ ∫𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡. 

Exercice 11  ★★

Calculer lim𝑛→+∞ ∫+∞
0

𝑛!
∏𝑛
𝑘=1(𝑘+𝑥)

𝑑𝑥. 

Exercice 12  ★★★

Soit Ω = {𝑧 ∈ ℂ | Re(𝑧) > −1} et 𝑓  la fonction définie sur Ω par

𝑓(𝑧) = ∫
1

0

𝑡𝑧

1 + 𝑡
𝑑𝑡.

1) Montrer que 𝑓  est continue sur Ω.
2) Donner un équivalent de 𝑓(𝑥) quand 𝑥 tend vers −1.
3) Donner un équivalent de 𝑓(𝑧) quand Re(𝑧) → +∞.

Exercice 13  ★★

On pose 𝐹(𝑥) = ∫
+∞

0

𝑒−𝑡

1 + 𝑡𝑥
𝑑𝑡. Montrer que 𝐹  est 𝐶∞ sur [0,+∞[ puis calculer 𝐹 (𝑛)(0) pour tout

𝑛 ∈ ℕ. 

Exercice 14  ★★★

Soit 𝜑 : ℝ+ → ℝ une application de classe 𝐶1 intégrable sur ℝ+.

1) Montrer que pour tout 𝐴 > 0, lim𝑥→+∞ ∫𝐴
0
𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡 = 0.

2) Montrer que lim𝑥→+∞ ∫+∞
0

𝜑(𝑡) cos(𝑥𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Exercice 15  ★★

Soit

𝐹 : 𝑥 ↦ ∫
+∞

0

𝑒−𝑥𝑡

1 + 𝑡2
𝑑𝑡.

Montrer que 𝐹  est solution sur ℝ∗+ de limite nulle en +∞ de l’équation différentielle 𝑦″ + 𝑦 = 1/𝑥. 


