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Exercice 1. 1) Prouver l'un apres 'autre les développements asymptotiques suivants :

(a) In(n!) = nlhn+o(nlnn)

(b) nlnn —n + o(n)

(c) nlnn—n+ inn+o(lnn)

(d) nlnn—n+5mn+ K +o(1)

(e) = nlon—n+iln+K+ 32 +o(L)

ol K est un réel. En déduire un équivalent de n! (le méme qu'au > DS4*.2q11).

" shk

ch k
k=0
vp =n — 5, converge vers un réel £ et déterminer un équivalent de £ — v,,.

2) Déterminer un équivalent, quand n tend vers l'infini, de S,, = . Montrer que la suite des réels

1) a) La premiére formule est une réécriture de ~ avec un o :

In(n!) ~nlnn <= In(n!)=nlnn+o(nlnn).

Or In(n!) = Z In(k) pour tout n € N*, d'oi1 I'équivalent en comparant la série 3 In(n) et l'intégrale /111{:] dx.
k=1
b) On cherche un équivalent de u, = In{n!) — nlnn en étudiant la série télescopique 3 (up — un—1) :

1
Un —Un—1=mn-nlnn+(n—-1)ln(n-1)=(n—-1)In (1 - —) ~ —1 qui ne change pas de signe.
n
Or la série Z{—l] diverge, d'oi1 la série 3 (un — un—1) diverge aussi et leurs sommes partielles sont équivalentes :

Z(uk —up_1)=In(n!)—nlnn ~ Z(—l] ==—n+1~—n.
k=2 k=2

Donec In(n!) =nlnn —n+ o(n)

¢) On cherche un équivalent de u, = In(n!) — nlnn + n en étudiant la série 3 (un — uy—1) :

1 1 1 1
Un —Un—1 =(n—1)In (1 - —) +1=—+o (—) ~ — qui ne change pas de signe.
n 2n n 2n

Or la série 3 % diverge, d’oii la série 3 (un — un—1) diverge aussi et leurs sommes partielles sont équivalentes :

E(uk—uk_1)=ln(n1] —nlnn+n-1~ Z— ~ —Inn.
k=2 k=2 o 2

1
Donc In(n!')=nlnn-n+ 5 Inn + o(lnn)




d) On cherche un équivalent de un, = In(n!) —nlnn+n — %ln n en étudiant la série 3 (un — up—1) :

N (12 1) 41 L (L 1
Uy = Upoy = ([N == |In -— ==t —= | v —-—.
i ! 2 n 12n2 n? 12n2

Or la série 3 "—15- converge, d'oii la série ¥ (un — un—1) converge aussi, donc la suite u, converge. Soit K sa limite.

Alors In(n!)=nlnn-—n+ %lnn+K+o(1]

e) On cherche un équivalent de up = In(n!) —nlnn+n — % Inn — K en étudiant la série 3 (un — un—1) :
1 . .
Up — Un—1 ~ ——— qui ne change pas de signe.
12n2

Or la série 3 r-:g converge, d'ol les restes sont équivalents :

D M
k=n+1 k=n+1 12k 12n

1 1 1
en comparant série et intégrale. Donc In(n!) =nlnn —n+ 3 Inn+ K + o +o (—)
n n

1 1 ,
D’oi1, en passant A I'exponentielle : n! = n™e™"/ne’® exp [F + o0 (—)j| . Donc n! ~n"e~"/nek
n n
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