
Chapitre XIV Couples de variables aléatoires discrètes
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XIV.2 La somme de deux variables aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

XIV.3 Espérance & variance d’une somme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

XIV.4 La loi faible des grands nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

XIV.1 Lois conjointe et marginales

Proposition-Définition 1
Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes, alors l’application

(X,Y ) : Ω→ X(Ω)× Y (Ω), ω 7→ (X(ω), Y (ω))

est aussi une vad appelée le couple de vad (X,Y ).

Preuve — ((X,Y ) = (a, b)), qu’on note aussi (X = a, Y = b), est par définition l’ensemble des résultats ω tels que
(X,Y )(ω) = (a, b). Cet ensemble est donc égal à (X = a) ∩ (Y = b), qui est bien un événement car c’est l’intersection des
deux événements (X = a) et (Y = b).

En outre, l’ensemble des valeurs prises par (X,Y ) est fini ou dénombrable car inclus dans X(Ω)× Y (Ω), qui est fini ou

dénombrable (on se souvient que N
2 est dénombrable).

La loi de probabilité du couple (X,Y ) est appelée la loi conjointe :

∀(i, j) ∈ I × J, P ((X,Y ) = (ai, bj)) = P (X = ai, Y = bj) = P ((X = ai) ∩ (Y = bj)) = pij

où chaque pij appartient à [0, 1] et
∑

(i,j)∈I×J

pij = 1.

Les lois de probabilité de X et de Y sont appelées les lois marginales. La loi conjointe permet de
retrouver les lois marginales :















∀i ∈ I, P (X = ai) =
∑

j∈J

P (X = ai, Y = bj)

∀j ∈ J, P (Y = bj) =
∑

i∈I

P (X = ai, Y = bj)

Preuve — Ω =
⋃

j∈J

(Y = bj), d’où : pour chaque i ∈ I, l’événement

(X = ai) = (X = ai) ∩ Ω = (X = ai) ∩
⋃

j∈J

(Y = bj) =
⋃

j∈J

((X = ai) ∩ (Y = bj))

est une union disjointe d’événements de probabilités pij , donc P (X = ai) =
∑

j∈J

pij . De même pour P (Y = bj).

Mais les lois marginales ne permettent pas toujours de retrouver la loi conjointe. C’est ce que montre
l’exercice suivant.

Exercice 2 — Une bôıte contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire au hasard l’une après
l’autre deux boules. Soient les vad X et Y définies par : X est égale à 0 si la première boule tirée est
blanche, à 1 si elle est noire. De même Y pour la deuxième boule.

Compléter les tableaux suivants dans les deux cas :
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1. si le tirage se fait sans remise.

Y = 0 Y = 1

X = 0 p00 = p01 = P (X = 0) =
X = 1 p10 = p11 = P (X = 1) =

P (Y = 0) = P (Y = 1) = 1

2. si le tirage se fait avec remise.

Y = 0 Y = 1

X = 0 p00 = p01 = P (X = 0) =
X = 1 p10 = p11 = P (X = 1) =

P (Y = 0) = P (Y = 1) = 1

Pour retrouver la loi du couple (X,Y ) à partir des lois de chacune des variables X et Y, on peut
faire des hypothèses supplémentaires : supposer par exemple que les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes.

Définition 3
Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. On dit que deux va X et Y sont indépendantes et on note X ⊥⊥ Y si

∀(a, b) ∈ X(Ω)× Y (Ω), P (X = a, Y = b) = P (X = a) · P (Y = b).

Soit (Xi)i∈I une famille (finie ou non) de variables aléatoires. On dit que ces va sont :

— deux à deux indépendantes si

∀(i, j) ∈ I2, i 6= j =⇒ ∀(a, b), P (Xi = a,Xj = b) = P (Xi = a) · P (Xj = b) ;

— indépendantes si, pour toute partie finie non vide J ⊂ I,

∀(aj)j∈J , P ( ∩
j∈J

(Xj = aj)) =
∏

j∈J

P (Xj = aj).

On admet les propriétés suivantes :

Proposition 4
Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. Si deux vad sont indépendantes, alors :

1. ∀A ⊂ X(Ω), ∀B ⊂ Y (Ω), P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)× P (Y ∈ B) ;

2. pour toutes fonctions ϕ et ψ, les vad ϕ(X) et ψ(Y ) sont aussi indépendantes.

3. (Lemme des coalitions) Soient ϕ et ψ deux fonctions. Si X1, · · · ,Xn sont des va indépendantes,
alors ∀p ∈ J1, n− 1K, ϕ(X1, · · ·Xp) ⊥⊥ ψ(Xp+1, · · · , Xn).

XIV.2 La somme de deux variables aléatoires

Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. La somme Z de deux vard X et Y est la vard définie par :

∀ω ∈ Ω, Z(ω) = X(ω) + Y (ω).

La loi conjointe du couple (X,Y ) permet de calculer la loi de probabilité de la somme :

∀c ∈ Z(Ω), P (Z = c) =
∑

(i,j)∈K(c)

pij ,

où K(c) = {(i, j) ∈ I × J | ai + bj = c}.

Preuve — Pour chaque c ∈ Z(Ω), l’événement (Z = c) est la réunion disjointe
⋃

(i,j)∈K(c)

((X = ai) ∩ (Y = bj)).
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Exercice 5 — Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes. Montrer que :

1. (stabilité de la loi binomiale) si X1 ∼ B(n1, p) et X2 ∼ B(n2, p), alors

X1 +X2 ∼ B(n1 + n2, p).

où n1 ∈ N
∗, n2 ∈ N

∗ et p ∈]0, 1[ a la même valeur pour les deux variables aléatoires. En déduire
E(X1 +X2) et V (X1 +X2).

2. (stabilité de la loi de Poisson) si X1 ∼ P(λ1) et X2 ∼ P(λ2), alors

X1 +X2 ∼ P(λ1 + λ2),

où λ1 ∈]0,+∞[ et λ2 ∈]0,+∞[. En déduire E(X1 +X2) et V (X1 +X2).

XIV.3 Espérance & variance d’une somme

Proposition 6
Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. Si deux variables aléatoires X et Y sont d’espérance finie, alors leur
somme X + Y est aussi d’espérance finie et :

E(X) + E(Y ) = E(X + Y )

Mieux : pour tout (α, β) ∈ R
2, αX + βY est d’espérance finie et

E(αX + βY ) = αE(X) + βE(Y ).

Autrement dit : l’espérance est linéaire.

Proposition-Définition 7
Soient (Ω,A , P ) un espace probabilisé et (X,Y ) un couple de vard. Si X2 et Y 2 sont d’espérance finie,
alors

V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) + 2Cov(X,Y )

où Cov(X,Y ) est appelé la covariance de (X,Y ) et est défini par

Cov(X,Y ) = E [(X − E(X)) · (Y − E(Y )] = E(X · Y )− E(X) · E(Y ).

Remarque 8 — 1. Cov(X,X) = V (X).

Preuve — Cov(X,X) = E
[
(X − E(X))2

]
= E(X2)− [E(X)]2 est donc égal à la variance de X.

2. La covariance est une forme :

S symétrique car Cov(X, Y ) = E(X · Y )−E(X) ·E(Y ) = E(Y ·X)−E(Y ) ·E(X) = Cov(Y,X).

B bilinéaire car l’espérance est linéaire : E(α1X1 + α2X2) = α1E(X1) + α2E(X2) et E((α1X1 +
α2X2)Y ) = α1E(X1Y ) + α2E(X2Y ), d’où Cov(α1X1 + α2X2, Y ) = E((α1X1 + α2X2) · Y )−
E(α1X1 + α2X2) ·E(Y ) = α1Cov(X1, Y ) + α2Cov(X2, Y ). La covariance est donc linéaire à
gauche, et aussi à droite par symétrie.

P positive car Cov(X,X) = E
[

(X − E(X))2
]

et la vard (X − E(X))2 est à valeurs positives,
donc son espérance aussi.

6D non définie car : si la vard est constante (et pas forcément nulle), alors V (X) = 0. Donc

V (X) = 0 6=⇒ X = 0.

Proposition 9
Soient (Ω,A , P ) un espace probabilisé et (X,Y ) un couple de vard. Si X2 et Y 2 sont d’espérance finie,
alors

[E(XY )]
2
≤ E(X2) · E(Y 2) et [Cov(X,Y )]

2
≤ V (X) · V (Y ).
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Preuve — |Cov(X,Y )| ≤
√

Cov(X,X) ·
√

Cov(Y, Y ). C’est une inégalité de Cauchy-Schwarz. Or B S P suffisent à rendre

vraie l’inégalité de Cauchy-Schwarz. De même pour |E(XY )| ≤
√

E(X2) ·
√

E(Y 2).

Définition 10
Soient (Ω,A , P ) un espace probabilisé et (X,Y ) un couple de vard tel que X2 et Y 2 sont d’espérance
finie. On dit que X et Y ne sont pas corrélées si Cov(X,Y ) = 0.

Théorème 11
Soient (Ω,A , P ) un espace probabilisé et (X,Y ) un couple de vard telles que X2 et Y 2 sont d’espérance
finie :

X et Y indépendantes =⇒ E(X·Y ) = E(X)·E(Y ) ⇐⇒ Cov(X,Y ) = 0 ⇐⇒ V (X+Y ) = V (X)+V (Y ).

L’exercice suivant montre que la réciproque de ce théorème est fausse :

X et Y indépendantes =⇒
6⇐=

X et Y non corrélées

Exercice 12 — Soit X une variable aléatoire qui prend, de manière équiprobable, les 3 valeurs −1, 0 et
+1. Soit Y = |X|.

1. Calculer E(X), E(Y ), E(XY ), V (X), V (Y ) et V (X + Y ).

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Corollaire 13
Si X1, · · · , Xn sont des vard indépendantes deux à deux, alors la variance de la somme est égale à la somme
des variances :

V (X1 + · · ·+Xn) = V (X1) + · · ·+ V (Xn).

Preuve — V

(
n∑

k=1

Xk

)

= Cov(

(
n∑

k=1

Xk,

n∑

k=1

Xk

)

d’où, par bilinéarité de la covariance :

V

(
n∑

k=1

Xk

)

=

n∑

k=1

V (Xk) +
∑

i 6=j

Cov(Xi, Xj)
︸ ︷︷ ︸

=0

.

La covariance de chaque couple (Xi, Xj) est nulle si i 6= j à cause de l’hypothèse d’indépendance deux à deux.

Proposition 14
Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X(Ω) ⊂ N et Y (Ω) ⊂ N. Soient GX , GY et GX+Y les
fonctions génératrices des variables aléatoires X, Y et X + Y . Si X et Y sont indépendantes, alors

∀t ∈ [−1,+1], GX+Y (t) = GX(t) ·GY (t).

Preuve — Soient, pour chaque n ∈ N et chaque k ∈ J0, nK, pk = P (X = k) et qn−k = P (Y = n− k).

Alors P (X + Y = n) =

n∑

k=0

pkqn−k car :

— l’événement (X + Y = n) est la réunion disjointe des événements (X = k) ∩ (Y = n− k), sa probabilité est donc la
somme des probabilités P ((X = k) ∩ (Y = n− k)) ;

— chaque probabilité P ((X = k) ∩ (Y = n− k)) est égale au produit pkqn−k car les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes, par hypothèse.
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D”où P (X + Y = n)tn =
n∑

k=0

pkt
kqn−kt

n−k. La série
∑

P (X + Y = n)tn est donc le produit de Cauchy des deux séries

∑
pnt

n et
∑

qnt
n. Or ces deux séries sont absolument convergentes pour tout t ∈ [−1,+1]. Donc

∀t ∈ [−1,+1],

∞∑

n=0

P (X + Y = n)tn =

∞∑

n=0

pnt
n ·

∞∑

n=0

qnt
n.

Exercice 15 — Refaire l’exercice 5 en utilisant la proposition précédente.

XIV.4 La loi faible des grands nombres

Théorème 16 (loi faible des grands nombres)
Soit (Ω,A , P ) un espace probabilisé. Soient (Xk) une suite de variables aléatoires discrètes et, pour chaque

n ∈ N
∗, Zn =

1

n

n
∑

k=1

Xk. Si les variables aléatoires Xk sont deux à deux indépendantes et si elles ont la

même espérance µ et la même variance σ2, alors

∀a > 0, P (|Zn − µ| ≥ a) ≤
σ2

na2
−→
n→∞

0.

Preuve — L’espérance de Zn est E(Zn) =
1

n

n∑

k=1

E(Xk) car l’espérance est linéaire. D’où E(Zn) =
1

n

n∑

k=1

µ = µ.

La variance de Zn est V (Zn) =
1

n2
V

(
n∑

k=1

Xk

)

. Or les variables aléatoires Xk sont deux à deux indépendantes, d’où

V

(
n∑

k=1

Xk

)

=
n∑

k=1

V (Xk). Donc V (Zn) =
1

n2

n∑

k=1

σ2 =
σ2

n
. D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

∀a > 0, P (|Zn − E(Zn)| ≥ a) ≤
V (Zn)

a2
.

Exemple 17 — On répète une épreuve de Bernoulli, c’est-à-dire une expérience aléatoire qui peut donner
deux résultats : un succès avec la probabilité p ou un échec avec la probabilité q = 1 − p. Soit Zn la
fréquence des succès après n épreuves :

∀a > 0, P (|Zn − p| ≥ a) ≤
pq

na2
−→
n→∞

0.

Preuve — Pour chaque k ∈ N
∗, soit Xk la variable aléatoire définie par : Xk = 1 si le résultat de la k−ième épreuve est

un succès et Xk = 0 si c’est un échec. Alors le nombre de succès après n épreuves est Sn =
n∑

k=1

Xk et la fréquence des

succès est Zn =
1

n
Sn. Supposons que les résultats de chaque épreuve sont indépendants deux à deux. D’après la loi faible

des grands nombres,

∀a > 0, P (|Zn − p| ≥ a) ≤
pq

na2
≤

1

4na2

car Xk ∼ B(1, p), d’où : E(Xk) = p et V (Xk) = pq.

Donc la probabilité que « la fréquence Zn des succès s’écarte de la probabilité p » tend vers 0 quand le
nombre n d’épreuves de Bernoulli tend vers ∞.
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