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D.S. N°6 DE MATHEMATIQUES

Cet énoncé comporte un exercice et deux problémes

) EXERCICE
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A 2) Pour tout x € [0, 1], comparer g(z) et 1% En déduire hm L g().

a(m —m a0
L = AT
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} 4) Pour tout z €] — 1,41, comparer f(z) et (1 — z)g(z). En déduire que g(x) posséde une limite finie
quand x tend vers —17%.
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4]’ PROBLEME 1

5 Une premiére approximation de v/2.

(2n)!
©22(2n — 1)(n!)

A 1) Pour tout n € N, on pose b,

[ 2) Montrer que la série >

\ 3) Montrer que v2= Y (-1)F*b,+ O (5
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L's La suite de Héron d’Alexandrie.
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PJS 4) Soit a € R;. Montrer que, si z > 0, alors 5

a.f 5) On pose

cola) =1 et

Montrer que la suite (¢, (a))nen est bien définie.
A 6) Montrer que cette suite converge et déterminer sa limite.

A7) Calculer ¢;(2) et montrer que, pour tout n € N*,

A '; 8) En déduire que

V2=cu(2)+ O ((

(—1)"*1b,, converge et déterminer sa somme Z(—l)”+1bn.

vn € N, Cn+1(a) =
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Cette approximation de v/2 est-elle plus ou moins précise que celle obtenue & la question 3 ?

4
’,5 Racines carrées d’une matrice.

Soit ¢ € N*. On dit qu'une matrice B € .#,(R) est une racine

ep} S

carrée d'une matrice A € #,(R) si B? = A.

A 9) Montrer que la matrice I possede une infinité de racines carrées.

9'5 10) La matrice —I5 posseéde-t-elle une racine carrée ?

A 11) Montrer qu’il existe un polynéme R, € R[X] tel que X9 divise 1 + X — R,(X)?.
L 12) Soit N € .#,(R). Montrer que, si NV est nilpotente, alors N9 = 0 et en déduire 'expression d’une racine

carrée de I, + N.
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L' Racines carrées d’une matrice diagonalisable.
Soit une matrice A € .#,(R). On suppose qu'il existe une matrice P inversible telle que
: -1
A = P diag(A1,..., AP
et que les valeurs propres Aq,..., A, (non nécessairement distinctes deux a deux) sont positives.

Z 13) On pose
1
MOZIq et VREN, Mn+1:§(Mn+AM;1)

Montrer, par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, M,, est bien définie et que
M, = P diag(cy (A1), ..., cn(Ag)) P

z' 14) En déduire que la suite (M,,),en converge vers une racine carrée de A. - { )’{“"3 KC"" (& "f_- T """(‘lﬁl))c'v
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'{ PROBLEME 2

Soient (€2, <7, P) un espace probabilisé et, pour chaque n € N*, une variable aléatoire S,, qui suit une loi

de Poisson de parametre n : S, () =Net P(X =k) = e*"% pour tout entier k € N.
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1) Soit, pour tout n € N*, la fonction f,, définie sur Ry par: Vite Ry, f,(t) =

A a) Soit n € N*. Dresser le tableau des variations de la fonction f,,.

A b) Déterminer un équivalent de f,,(n) quand n tend vers oo.

2) Aa) Rappeler I'espérance E(S),) et la variance de la variable aléatoire S, et déterminer celles de la

variable aléatoire S} = Sn=n, 6(9.\)‘{/&‘ J (S ) 1, e(o.¥) "’/{t V(S.¥) "Q}
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2,) b) Soit n € N*. Calculer la somme Z(n - k)e*"% et en déduire que : E(|S,, — n|) =2e™"
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,,'; ¢) Etudier lim E(]S}]). \];
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3) A a) Rappeler 'hypothese et expression du reste R, (a,b) de la formule de Taylor avec reste intégral
0,35 o, Y
- (b—a)t
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pour une fonction f sur un intervalle [a, b].

L b) Montrer que, pour tout n € N*, év—‘- (g‘: é c)) = Ug)-\;kml,‘ C)‘{
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P(S;, <0) = —/ne_tﬁdt. P(gf _‘ﬁ_c)\ = _Z oy
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n+1 . n+1 nntl
P(S; <0)—-P(S;,, <0) = el ——dt—e " —.
-Ad) En déduire que la suite (P(S} < 0))nen+ converge.
4) Pour tout n € N*, on note G, la fonction génératrice de la variable aléatoire S,,.
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A a) Montrer que la fonction Gg, est définie s’ R et calculer Gg, (f)spour tout ¢t € R.

A b) En déduire que, pour tout ¢ > 0, la variable aléatoire t5» admet une espérance et que :
_ Gs, (tV7)

/ c) Etudier, pour tout ¢ € R*, lim E(tS;).
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