Annexe C Séries de vecteurs et exponentielle de matrices

Nous avons vu au chapitre XI que toute application linéaire ou multilinéaire sur un evn de dimension
finie est continue et que, par conséquent (exemples 40 & 42), sont des applications continues :

— la transposée M, (K) — M, (K), A — AT ;
— un changement de base M,,,,(K) — M,,,,(K), A+ P71AP (olt P est une matrice inversible) ;
— la multiplication de deux matrices M,,, (K) x M,,,,(K) = M,,,,(K), (4, B)+— A- B.

Par suite, si (Ag) et (By) sont deux suites de matrices carrées telles que Ay " A et By " B, alors :
— 00 — 00

AP — AT (1)
pl.A,-P — P'.A.P (2)

On s’intéresse maintenant non plus a des suites mais a des séries de vecteurs.

DEFINITION 1
Soit (uy,) une suite de vecteurs d'un espace vectoriel normé E. On dit que la série de vecteurs > uy, :
n
— converge si la suite des vecteurs S,, = Zuk converge ;
k=0
— converge absolument si la série de réels 3 ||u,|| converge.

PROPOSITION 2
Dans un evn de dimension finie, si une série de vecteurs converge absolument, alors elle converge.

Preuve — Toutes les normes étant équivalentes (car I’ev est supposé de dimension finie d), on choisit une norme adaptée a la
question : ||un|loco = max(|tun,1],- -, |un,qal) ot les uy,; sont les coordonnées du vecteur u, dans une base de ev. Alors la
série de vecteurs Y u, converge ssi la série Y uy,; de chaque cooordonnée converge. Et c’est le cas car la série > |up 4]

converge. En effet |uy, ;| < ||un|loo et la série Y ||un||oo converge par hypothese. O

On munit 'ev M,,,,(K) d’une norme sous-multiplicative (celle de 'exemple 45 du chapitre XI, ou une
autre). Soient A € M,,,,(K) une matrice carrée et Y a,2™ une série entiere (réelle ou complexe) de rayon
de convergence R :

si ||A]] < R, alors la série de matrices Y ap A* converge.

Preuve — Pour que la série de matrices ) ai AP converge, il suffit qu’elle converge absolument (d’aprés la proposition

précédente, car I'ev Mpn (K) est de dimension finie). Or |lay A*|| = |ag| | A*|| < |ag| ||A||* car on a pris soin de choisir une
norme sous-multiplicative. Et la série de réels 3~ |ay|||A[|* converge car || Al < R. O
EXEMPLE 3 (séries géométriques) — On munit l'ev My, (K) d’une norme sous-multiplicative : si || A]| < 1,

alors I,, — A est inversible et
(I — Ayt =) A"
k=0

De méme si la matrice A est nilpotente.
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Preuve — D’une part, la série de matrices 3" A* converge si ||A|| < 1 car 1 est le rayon de convergence de la série entiere

N o
S zF. D’autre part, (In — A) - > A* = I, — AN*!. Le premier membre tend vers (I, — A) - > A* d’aprés (3) ; le second
k=0 k=0
N o0
membre tend vers I, car ||[Al| < 1= [|[ANT| < |JAINT! — 0. A la limite N — oo, (I, — A) - 3 A* = I,,.
k=0

v—1
Si la matrice A est nilpotente d’indice v, alors on use d’un télescope : (I, — A) - > Ak =1, — AV = I,,. Od
k=0

DEFINITION 4
On appelle exponentielle d'une matrice A € M,,,,(K) quelconque, et on note exp(A) ou e, la matrice

| —

k
!A.

=

exp(A) = e = Z
k=0

Cette série de matrices converge quelle que soit la matrice carrée A car la série entiere » %z” a un
rayon de convergence infini.

EXERCICE 5 — Montrer que eti28(A2n) — diag(eM ... e*) et que Uexponentielle de la matrice

. L 0 -6 . . cosf) —sinf
antisymeétrique (9 0 ) est la matrice de rotation (sinQ cos )

PROPOSITION 6

Soient P € GL,(K) inversible, A € M,,,(K) et B € M,,,,(K) :
exp(P7'AP) = P l'(expA)P (4)
ep(4T) = (epA) (5)
Si A et B commutent, alors Be? =e?B et e?tF —e4.eB (6)
La matrice e est inversible et (eA)i1 —e 4 (7)
La fonction A +— e est  continue sur M, (K) (8)

d

La fonction t — e/ est dérivable et ae“‘ = Ae't = e A 9)

k=0
membre tend vers exp (P71 AP) ; le second vers P~! (exp A) P en utilisant (3).

N N
Preuve —(4) : (P~1AP)* = P=1AFP d'on Y %(P‘lAP)’c =p! <E kl,Ak> P. Si N tend vers oo, alors : le premier
! Rl

k=0
(exp A)T en utilisant (1).

T
N N
) > %(AT)’“ = < kl,Ak> . Si N tend vers oo, alors : le premier membre tend vers exp(AT); le second vers
I e

N N )
(6) : Si AB = BA, alors B ( > kl,Ak> = < > kl,Ak) B et ’égalité passe a la limite grace a (3). Soient Uy = > %AZ,

k=0 k=0 0<i<N
Vn= 3 LBietWy= %(AJrB)k. On veut montrer que UnVy — Wxn — 0: %(A+B)k: > 4Bl
0<i<N?’ 0<k<N N—00 ' iti=k =7
N Al Bi At BI . ..
car AB = BA. D'ou Wy = Gror et UNVn — Wy = > T 77 en prenant soin de choisir une norme sous-
itj<N 0<i,j<N ’
N+1<i+j
Dlicati - LAL* 1B]? N ALY A LB, B
multiplicative. Par suite |[UyVN—Wn|[|< > T SUNUNTWN, Oluy = > —elAl yy = 5 g —el Bl
0<i,j <N i=0 j=0

N41<i+j

N
et wy = Y %(HA—I— Bk = el ATBI Donc uyvy — wy NS Oet [UnVN —Wn| — 0.

ii



(7): In =exp (A + (—A))=ede 4 = e~ 4e? d’apres (6) car les matrices A et —A commutent.

(8) : Il s’agit de montrer que exp(A + H) = exp A. Or

k=0

A+H — Ak

[[exp(A + H) — exp Al| =

d’apres 'inégalité triangulaire car ces séries convergent. D’apres I'exercice 46 du chapitre XI,

I(A+ H)* — A% < (| A+ 1HID® —||AlI*

en prenant soin de choisir une norme sous-multiplicative. D’ou

= (AN I — 4]
lexp(a+ i) —expaf < 3o WAFIEDTZ AR _ oy 4 - exp 41,
k=0 :

Ces dernieres exponentielles sont des exponentielles de réels, d’ou exp(||A|| + || H]|) — exp || A]| | T) 0. Donc, d’apres le
H|—0

théoréme des gendarmes, || exp(A + H) — exp A|| HHH

e(t+h)A _ etA ehA —1I ehA 1
" etA Or n

9) : D’apres (6 = . A
(9) apres (6), " " " = A car

oo

1
EZ—(
ellnAll — 1 — jnA)

|h | Z — ||h = T en choisissant une norme sous-multiplicative

hA_I
h

e

\h\ Z—H (hA)®|| par I'inégalité triangulaire

| -

—»  Ocar e“hAH —1— ||hA| = O(h?).

h—0
O

EXERCICE 7 — Soit une matrice A € M, (K). Montrer que :

1. Spc(eA) = SpcA
2. det(e?) = et ;
3. SO, (R) = e ®) | qutrement dit :
— si A€ A,(R), alors e € SO, (R) ;
— si B € SO,(R), alors il existe A € A, (R) telle que B = e*
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