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FEvuILLE DE T.D. N° 14

Couples de variables aléatoires

Exercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui

suivent des lois géométriques de parametres respectifs p; et po. Montrer
P1p2

que la probabilité de 'événement (X =Y) vaut ——————.
P1+ P2 — p1p2

Exercice 2 (Oral Mines Ponts PC 2016). Soient n € N*, Uy, ..., U, des
urnes. On suppose que l'urne Uy contient k£ boules numérotées de 1 a
k. On choisit une urne au hasard et on pioche une boule de I'urne. On
note X la variable aléatoire donnant le numéro de 'urne, Y la variable
aléatoire donnant le numéro de la boule choisie.

1. Déterminer la loi du couple de variables aléatoires (X,Y’) et montrer
que l'espérance de Y vaut RT%'

2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

Exercice 3 (d’aprés Banque PT, 2015 A). Soient X et Y deux variables
aléatoires a valeurs dans N. On suppose que la loi de probabilité du
couple (X,Y) est :

Ne 2ol (1 — a)id
i = j)!
0si0<i<j

si0<j<i

ol « et A sont des constantes fixées telles que 0 < a < 1et A > 0.
1. Montrer que X suit une loi de Poisson dont on précisera le parametre.
2. Montrer que Y suit une loi de Poisson dont on précisera le parametre.

3. Montrer que les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépen-
dantes.

4. Soit Z = X — Y. Montrer que la variable aléatoire Z suit une loi de
Poisson dont on précisera le parametre.

5. Montrer que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

Exercice 4. Soient, pour chaque n € N* un réel p,, €]0, 1] et une variable
aléatoire X, telle que P(X,, = 1) = p, et P(X, =0) =1—p,. On
suppose que ces variables aléatoires sont deux & deux indépendantes.

X+ -+ X,

1. Calculer 'espérance et la variance de la v.a. Z,, =
n

. . . 1
et montrer que cette variance est inférieure ou égale a "
n

<e>:1.

Exercice 5. Soient un entier n € N*, un réel p €]0, 1] et une variable
aléatoire X qui suit la loi binomiale B(n,p). Les valeurs prises par la v.a.
X sont affichées par un compteur un tantinet déréglé :

2. En déduire que :

Ve > 0, m1PQX““”+X"_“+””+%

n— oo n n

— si la v.a. X prend une valeur non nulle, alors il affiche correctement
cette valeur ;

— sila v.a. X prend la valeur 0, alors il affiche au hasard et de maniére
équiprobable une valeur de [[1, n].
Soit Y la v.a. prenant la valeur affichée par le compteur.

1. Quelle est la loi de probabilité de Y ?

2. Montrer que les v.a. X et Y sont indépendantes si, et seulement si,
n=1

3. Déterminer I'espérance de Y et I'espérance de XY.

4. En déduire la covariance de (X,Y"). Déterminer, pour chaque n € N*,
les valeurs de p €]0, 1] qui la rendent nulle.

Et aussi : les exercices 96,97,98,99,102,103,106,108,110,111 de la banque CCINP & le
probléme 1 du DS n° 6 MPI* 2024-2025.



