Lycée Clemenceau - MP2I TD 0

Compacitée

r—[ Exercice 1 }

Soit a une suite réelle telle que lim a,,,; —a, = 0. Montrer que I'ensemble des valeurs
n—+oo

d’adhérence de a est un intervalle.

r—[ Exercice 2 x }

Soient K et L deux compacts d’un espace vectoriel normé E. Montrer que K + L est un compact de

E.

\
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Exercice 3 xxx J

Soit E un R-espace vectoriel normé. Montrer que E est de dimension finie si et seulement si sa boule
unité fermée est compacte.

r—[ Exercice 4 xxxx }

Soit A € M, (R) (n > 2). Montrer que A est orthogonalement semblable a une matrice dont les
coefficients diagonaux sont égaux, i.e. il existe P € O, (R) et B € M, (R) telles que A = PBP~! et
pour tout i € [1,m —1],b; ; = b; 1 ;41 (On pourra commencer par traiter le cas oun = 2.)

r—[ Exercice 5 xxxx }

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et f : R™ — R une application continue telle que pour tout a €

R, f~*{a} est une partie compacte de R™. Montrer que f admet un extrémum global.

f—[ Exercice 6 xxx }

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie.

1) Soit A une partie non vide de E. Montrer que I'application z — inf, . 4|z — a| est continue sur

E.
2) Soit K un compact non vide de E inclus dans un ouvert U. Montrer qu’il existe r > 0 tel que

Ve e K,B,(r) CU.

\

r—[ Exercice 7 x%xx }

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés de dimensions finies. Soient K un compact de E et f :
K — F une application continue injective. On pose L = f(K). Montrer que f~! : L — K est
continue.

\.

f—[ Exercice 8 xxx }

Soit A une partie bornée non vide d’'un R-espace vectoriel de dimension finie E.
1) Montrer qu’il existe une boule fermée de rayon minimal contenant A.

2) On suppose 'espace E euclidien, montrer 'unicité de la boule précédente.
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r—[ Exercice 9 xxx* }

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

On fixe un vecteur = de E et un réel r tel que 0 < 7 < ||z|. On note K la boule fermée de centre z et
de rayon r et on suppose que f(K) C K.

1) Soita € K et (a,,) la suite définie par a,, = 1 ZZ;; f*(a). Justifier que pour tout entier n, a,, €
K et que la suite f(a,) — a,, converge vers 0.

2) En déduire que 1 est une valeur propre de f puis que

VA € Sp(f), Al < 1.

3) ATlaide d’un exemple choisi en dimension 3, montrer que f n’est pas nécessairement
diagonalisable.

4) Dans cette question, K ne désigne plus une boule fermée mais I’ellipsoide
2 2 2
B x ] z
K = {xel+ye2+ze3 ‘ ¥+b—2+c—2§1}

ou (e;, eq, e5) est une base orthonormée de E et a, b, c des réels strictement positifs.
On suppose f(K) = K. Montrer que 1 ou -1 est valeur propre de f.

\.
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r—[ Exercice 10 *xx% J

Soitn € Net A € M, (R) une matrice a coefficients strictement positifs. Pour z = (x4, ...,x,,) ety =
(Y1, -, Yp,) deux vecteurs de R™, on écrit < y si z; < y; pour tout indice 3.

Soit S ={AeR" |z e R"\ {0},0 < z et Az < Az}.

1) Soit A € S. Montrer qu’il existe z € R™ tel que 0 < , 2?21 x; =let Az < Ax.

2) Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que [A| € S.

3) Déterminer un majorant de S.

4) Montrer que S est compacte.

5) Soit @ = max(S). Montrer que « est une valeur propre de A strictement positive associée a un
vecteur propre strictement positif.

\
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r—[ Exercice 11 x%x% J

Soit K une partie compacte d’un espace vectoriel normé F et <Ui)z‘e ; une famille d’ouverts

recouvrant le compact K :

Le but de cet exercice est de prouver que 1'on peut extraire de cette famille d’ouverts un sous-
recouvrement fini.

1) Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que
Ve e K,3i€I,B(z,a) CU,.
2) Etablir qu’il existe une famille finie (z4, ..., z,,) € K™ telle que
K c U}, B(z;,a).

3) En déduire que I'on peut extraire de la famille (Ui>z'e ; une sous-famille finie recouvrant K.




