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CORRIGE DE LA COLLE N° 18
Endomorphismes remarquables d’un espace euclidien

Exercice 1. Soient F un espace euclidien et (e1,- - ,e,) une base orthonormée de E. On dit qu'un endomor-
phisme f conserve l'orthogonalité si :

V(,y) € B2, (aly) = 0= (f(2)|f(y)) =0.
1. On suppose que f est un endomorphisme conservant 1”orthogonalité.
(a) Soient i et j distincts dans [1, n]. Calculer (f(e;+e¢;)|f(e;—e;)) et en déduire que || f(e;)|| = || f(e)|l-
(b) En déduire qu'il existe un scalaire A € R tel que V(z,y) € E2, (f(x)|f(y)) = A\*(z|y).

2. Montrer qu'un endomorphisme f conserve 'orthogonalité si, et seulement si, il existe un scalaire \ et
une isométrie vectorielle g tels que f = Ag.

Lo (a) (flei+ep)lflei —es)) = (fles) + flej)|f(es) — flej)) = [If(e)l|* — [ f(e;)]|* sans aucune hypothese.

Sii # 7, alors (e; +e;) L (e; —ej) car {e; +ejle; —e;) = |le;]|2 — |lej]|? et la base est orthonormée. Or, par hypothése,
f conserve I'orthogonalité, d’out f(e; +e;) L f(e; —ej).
On en déduit que [[f(e;)]|* — [|£(e;)|I* = 0, donc [[f(eq)]| = [ £(e)ll-

(b) De la question précédente, on déduit que ||f(e;)|| ne dépend pas de i. Notons A cette constante. Alors, pour tout
(i,3) € [1,n]2,

(f(e)lf(e)) = N (eiles)

(c’est vrai si ¢ = j par définition de A; c’est aussi vrai si ¢ # j car 0 = A2 x 0). C’est encore vrai pour deux vecteurs

n n
T = E zie; ety = E yje; quelconques car :
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2. Si f = Ag et g est une isométrie, alors f conserve l'orthogonalité car : pour tous vecteurs z et y dans E, (Ag(z)|A\g(y)) =
A2{g(x)|g(y)) = A\%(z|y) car g est une isométrie. On en déduit que : x Ly = Ag(z) L Ag(y).

Réciproquement, si f conserve 'orthogonalité, alors il existe un scalaire \ tel que :
V(z,y) € B, (f(@)|f(v)) = N (zly) (%)
d’apres la question 1.

Ou bien A # 0 : on peut alors définir g = %f de sorte que (g(z)|g(y)) = (x|y) dapres (%), donc g est une isométrie et
f=Ag.

Ou bien A = 0 : alors, pour tout = € E, ||f(x)||? = 02||z||?> = 0 dapres (), d’ott f(z) = 0g, d’ou f est ’application nulle
et on peut aussi I’écrire f = 0id qui est le produit du scalaire 0 et de I'isométrie id.

Exercice 2. Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E.

Montrer que f est une rotation si et seulement si :

V(z,y) € B, f(z Ay) = f(z) A fy).



Supposons que : V(z,y) € E2, f(x Ay) = f(x) A f(y) (x). Soit (4,74, k) une bond de E. Si (f(i), f(5), f(k)) est aussi une bond,
alors 'application f sera bien une rotation car elle transformera une bond en une bond. Notons I = f(i), J = f(j) et K = f(k).
D’apres (x),
K=INJ , I=JANK e J=KAI
On en déduit que la famille (I, J, K) est :
K=IN] = KlletK.1J
— orthogonalecar { I =JAK — [ 1l Jetl L K
J=KAN]I = JL1lKeJ LI
K=1INJ = |K| =[] >[I
— normée car, a cause de l'orthogonalité de (I, J,K), { I = JAK = ||I||=||J|| x |[K]| , d’ou |[I|], ||J|| et || K] sont
J=KAI = |[J][=IK] x|/
égaux & 1 ou O (et ce ne peut étre 0 car f # 0 par hypothese) ;
— une bon directe car elle est orthogonale, normée et I A J = +K.
Donc f est une rotation. Réciproquement : supposons que f est une rotation. Soient deux vecteurs x € E et y € E. Si, pour tout
v € E, (flx ANy)|v) = (f(z) A f(y)|v), alors les vecteurs f(z Ay) et f(z) A f(y) seront bien égaux.
Or f est bijective (c’est le cas de toute isométrie), d’ott il existe un vecteur v € E tel que v = f(z). D’ou :

— d’une part, (f(z Ay)|lv) = (f(x Ay)|f(2)) = (& Ay|z) car f est une isométrie, donc conserve le produit scalaire ;

— d’autre part, (f(z) A f(¥)|lv) = (f(z) A f(y)|f(z)) = det(f(x), f(y), f(z)) par définition du produit vectoriel, or
det (f(z), f(y), f(2)) = det(f) x det(z,y, z) (propriété du déterminant) et det(f) = +1 car f est une rotation.

Donc f(z Ay) = f(z) A f(y) pour tout (x,y) € E2.
Exercice 3. Soit (a,b,c) € R3 tel que a® + b? + ¢? = 1. On définit la matrice A de M3(R) par :

b
A= a
c

0
L 0

—_

. On note s = a + b+ c¢. Montrer que |s| < /3.
2. Montrer que det(A4) = ;(3 — 52). En déduire que |det(A)| < 1.

3. Montrer que : |det(A)| =1 si, et seulement si, A est une matrice orthogonale.

1. D’apres l'inégalité de Cauchy & Schwarz, |(a,b,c) - (1,1,1)] < Va2 + b2 +¢c2 - /12 + 12 + 12,

Donc |s| < /3.
a b ¢ 1 b ¢ 1 b c
2. det(A)=1|c a bl=(a+b+c)-|l a bl=s-10 a—b b—c|l=s(a®+b2+c?—ab—ac—bc) (x).
b ¢ a 1 ¢ a 0 c¢c—b a-—c

Dot det(A) = s - % [Ba® 4 + ) (a+ b+ = 23— 52).

Posons f(s) = 2(3 — 52) pour tout s € R. Cette fonction f est dérivable et f’(s) = %(1 — 52) pour tout s € R, d’ou le

tableau des variations de f sur [—\/g, +\/§] :

s -3 -1 +1 +v3
f'(s) - 0 4+ 0 -
0 +1
f(s) N Va N
—1 0

Donc |det(A)| < 1.
3. Si la matrice A est orthogonale, alors det(A) = +1. (C’est vrai pour toute matrice orthogonale.)
Réciproquement : si det(A) = +1, alors (d’apres le tableau des variations) s = £1, d’ou (d’apres (*)) ab+ ac + bc = 0.

D’ott les colonnes de la matrice A sont orthogonales deux & deux. De plus, a? + b2 + ¢? = 1 (par hypothese), d’ot1 les
colonnes de la matrice A forment une base orthonormée. Donc la matrice A est orthogonale.



