LycktE CLEMENCEAU — NANTES MPI/MPI* — SAMEDI 7 MARS 2026

CORRIGE DU D.S. N° 7 DE MATHEMATIQUES

L’exercice est tiré de CENTRALE 2017 MP MATH 1.
La premiere partie du probleme est tirée de CCINP 2008 MP MATH 1
et les parties suivantes de CENTRALE 2018 PC MATH 2.

EXERCICE

1 1
Soient un entier n € N* et une matrice carrée M € M,,,,(R). On note S = §(M+MT) et A= §(M—MT)

les parties symétrique et antisymétrique de M.

1) Montrer que X7 AX = 0 pour tout vecteur colonne X € M, (R).
2) En déduire que toute valeur propre réelle de M appartient a Uintervalle [min Sp(S), max Sp(S)].

3) On suppose dans cette question que la matrice S est définie positive : S € S;F+(R). Montrer que :
a) les matrices S et M sont inversibles;
b) il existe une matrice B € S,/ T (R) telle que S = B?;
¢) la matrice Q = B~'AB~! est antisymétrique et que det(M) = det(S) det(l,, + Q);
)
)

d) toute valeur propre complexe d’une matrice antisymétrique a coefficients réels est imaginaire pure;
e) det(M) > det(95).
4) On suppose que la matrice M est orthogonale : M € O, (R).
a) Montrer que Sp(S) C [—1,+1].
b) Montrer que, si une valeur propre A de S appartient & | — 1, +1], alors le sous-espace propre associé
Ey(S) est de dimension paire.

1) XTAX est un scalaire, d’ott XTAX = (XTAX)T = XTAT (XT)T =—XTAX car AT = — A, donc XTAX =0.

2) Soient p une valeur propre réelle de la matrice M et X € My, 1(R) un vecteur propre associé : M X = uX et X # 0. D’une
part, XTMX = XTuX = pXTX = p|| X%

D’autre part, la matrice S étant symétrique, il existe d’apres le théoréme spectral une base orthonormée (Xi,---, Xy)
formée de vecteurs propres X; de S. Soit A; la valeur propre associée au vecteur propre X;. Le vecteur X s’écrit

X = ZaiXi dans cette base. Et
i=1

n

XTsx = (Za] ) Zalz\le z":

Jj=1l1i=

n

oAy = ZaQ)\
1

est plus petit que Amax Za? = )\maXHXH2 et plus grand que )\min||X||2, en notant Amax €t Amin les plus grande et
i=1
plus petite valeurs propres de S. Or XTMX = XTAX + XTSX = 0+ XTSX d’aprés la question précédente. D’olr

Amin | X112 < ul| X |12 € Amax||X||?. Enfin || X]|2 > 0 car X # 0, donc Amin < 2 < Amax en divisant par || X||2 > 0.




3)

a)

De S € S?LLJF(R), on tire que toutes les valeurs propres de S sont strictement positives. En particulier, 0 n’est pas

une valeur propres de S, donc la matrice S est inversible. De plus, la plus petite valeur propre Anin de S

est strictement positive et la question précédente prouve que toute valeur propre réelle de M est supérieure a Apin,

donc non nulle, donc la matrice M est inversible.

Parce que la matrice S est symétrique, il existe P € On(R) tel que S = PTdiag(\1, ..., An)P d’apres le théoréme
spectral. On peut poser B = PTdiag(v/A1, ...,V )P car les valeurs propres de la matrice S sont supposées
positives. Alors BT = PTdiag(v/ A1, ...,V )T (PT)T = B et la matrice B est donc symétrique. De plus, les valeurs
propres de B sont les v/\; car B = P~1diag(v/A1,...,vAn)P est semblable & diag(v/A1, ..., v ). Et les réels \;

sont strictement positifs par hypothése. Donc Be St +(]R).

Enfin B2 = PTdiag(v/A1,. .., V)P - PTdiag(v/A1,...,vV2An) P, dott B%2=9 car PPT = I, du fait que

P € On(R).
QT = (B*l)TAT (B*I)T = (BT)71 (=4) (BT)71 = —Q car A est antisymétrique et B symétrique. Donc

la matrice @ est antisymétrique. Deplus, M=S+A=B-(I,+ B"'AB~')- B, d’oui :

det(M) = det(B) det (In + B~*AB™1) det(B) = det(B)? det (In + B~'AB™') = det (B?) det(In + Q),

donc det(M) = det (S) det(In + Q).

Soit A une valeur propre complexe d’une matrice antisymétrique A : il existe alors Z € My 1(C) tel que AZ = \Z et
Z # 0. Notons A le conjugué du complexe A et Z le vecteur colonne dont les coordonnées z; sont les conjuguées
des coordonnées z; de Z. D’une part ZTAZ = ZT\Z = AZT Z. D’autre part (ZTAZ)T =72TATZ = —7ZTAZ
car la matrice A est antisymétrique. Et —ZTAZ = —ZTXZ car les coefficients de la matrice A sont réels. Et
~ZTNZ =-2\ZTZ.

D’ol les scalaires AZTZ et —\ZT Z sont égaux. Or ZTZ = ZTZ =31 | 2|2 # 0 car Z # 0. D’ott A = —X, donc

A est imaginaire pure.

Le polynéme caractéristique det(X1I, + Q) = x_¢g de la matrice —Q est scindé dans C[X] et est de la forme
X— = X" 2 T[5_ (X —ipk)(X +iug) o les p; sont s > 0 réels non nuls car la matrice —Q est antisymsé-
trique et ses valeurs propres sont imaginaires pures d’apres les deux questions précédentes. D’ou det(I, + Q) =
X)) =17"25TT% _; (1 —ipg) (1 + dpg) = [Ti_1 (1 + p2) > 1. (Et, dans le cas olt s = 0, ce produit vaut 1.) Donc

det(M) > det(S).

4) La matrice M étant orthogonale, il existe d’apres le théoréme de réduction d’une isométrie en base orthonormée une

ou on note Ry = (

matrice P € O(n) telle que

Ry,

T _ t.
PTMP = Re

sin 6 cosf

cosf —sin 9)

De M = A+ S, on tire que PTMP = PTAP + PTSP et, en constatant que la matrice PT AP est antisymétrique et que
PTSP est symétrique, on en déduit que

PTSP:diag(cos01,cosel,--- yco80p,1,--- 1, =1, [ —1).



Les matrices S et PTSP = P~1SP étant semblables, elles ont le méme spectre, donc :

a) | Sp(S)C[~1,1].

b) le sous-espace propre de S associé & toute valeur propre A €] — 1, 1] est de dimension paire.

PROBLEME

La fonction zéta de Riemann est définie par

=3

n=1
1) Déterminer I'ensemble de définition de (.
Les parties du probleme a suivre sont indépendantes.
La fonction zéta alternée
On note f,(x) = (7}1# pour chaque n € N* et pour tout = € R.

2) Déterminer l'ensemble de définition de F' : x +— F(z) = Z fn(z).
n=1

Déterminer la valeur de F'(1).
Etudier la limite de F' en +oc.

Inn
Soit x > 0. Montrer que la suite (m> est décroissante a partir d'un certain rang.
n>1

)
)
)
6) Montrer que F' est une fonction de classe C! sur ]0, +oo[ et exprimer F’(1) comme la somme d'une série.
) Montrer que, pour tout = > 1, F(z) — ((x) = —2'7%¢(x).
) En déduire un équivalent de F(x) quand x tend vers +oco et un équivalent de ((x) quand z tend vers 17.
) Montrer qu’il existe deux constantes « et 3, qu’on exprimera en fonction de F(1) et de F'(1), telles que

@)= -2 18+ o ().

r—1 z—1t

La loi de probabilité zéta

On note p1 < pa < p3g < -+ < pp < Ppt1 < --- la suite des nombres premiers rangés dans |'ordre croissant.
Ainsi p1 = 2, po = 3, p3 = 5, etc.

10) Soit = € R tel que x > 1. Montrer qu’on définit la loi de probabilité d’une variable aléatoire X & valeurs

dans N* en posant
1

((z)n®

On dira qu'une telle variable aléatoire X suit la loi de probabilité zéta de parameétre x, ce qu'on suppose désormais.

VneN*, P(X=n)=




11) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur « pour que X admette une espérance. Exprimer
alors cette espérance a l'aide de (.

12) Plus généralement, pour tout k € N, donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x pour
que X* admette une espérance. Exprimer alors cette espérance a I’aide de (.

13) En déduire la variance de X pour tout z > 3.
14) Montrer que, pour tout a € N*, P(X € aN*) = ai””'
Soit (q1,...,qn) un n-uplet de nombres premiers distincts deux a deux.
15) Montrer que les événements (X € ¢;N*), ..., (X € ¢,N*) sont indépendants.

Cela entraine, et on ne demande pas de le démontrer, que leurs complémentaires sont indépendants.
n

Pour tout n € N*, on note B,, I'événement B,, = ﬂ (X ¢ ppN¥).
k=1
16) Montrer que

YV €]1, 4+o00], ﬁ = nl;rr;oﬁ <1 - 1x>

Un développement en série entiere

1
On note g,(z) = — —
n note g, (z) e

pour chaque n € N* et pour tout x > —1.

17) Montrer que G(z) = Z gn(x) est défini pour tout réel z > —1.
n=1

18) Montrer que, pour tout > —1 :
1

T 1tz

Gxz+1)—G(x)

Calculer G(k) pour tout k € N* et étudier la limite de la fonction G en +oo.
Montrer que la fonction G est continue sur | — 1, +o00].

Soit k € N*. Montrer que G est de classe C* sur | — 1, 400 et que G*)(0) = (=1)*F1EIC(k + 1).

)
)
21) Déterminer un équivalent de G(z) quand le réel x tend vers —1%.
)
) Soit k € N*. Montrer qu’il existe A > 0 tel que

Vo €] - 1,1], ‘G(k)(x)‘ < k! (A+ W) .

T _ \k
24) Soient k € N* et x €] — 1,+1[. On pose Ry(z) = / %G(kﬂ)(t) dt. Montrer que
0 .
Re(@) < (A4 1 ) laf®
¥ - 1+z '

25) Montrer que la fonction G est développable en série entiére sur | — 1, +1].
26) Quel est le rayon de convergence de la série entiere > (—1)+1¢(k 4+ 1)z* ?

1) D’aprés le critére de Riemann, la série > n% converge si, et seulement si, z > 1. L’ensemble de définition de la fonction ¢
est donc |1, +o0|.



La fonction zéta alternée

71)71,—1

- converge d’apres le
n

1
2) Soit z € R. Si « > 0, alors la suite (—x) tend vers 0 en décroissant, donc la série
n n>1

(-

_1)n71

théoreme des séries alternées. Si x < 0, alors la suite ( ”
n

) ne converge pas vers 0, donc la série )
n>1

diverge (grossie¢rement). Donc Pensemble de définition de la fonction F' est |0, +oo].

s (_1)71711,71,
a pour rayon de convergence 1 et Vz €]—1, +1][, g - =
n

_1)n—1gn

3) On utilise le théoréme radial d’Abel. La série entiere ( —
n=1

o -1
. . 1"
converge car la suite % tend vers 0 en décroissant, d’ou E L =

1)77.71
m n

In(1 4+ z). De plus, la série numérique (G i

n=1

lim In(1+ z) =1n2. Donc F(1)=1n2.

z—1
(=n"! s o 1 o .
4) Vn > 1,Vz > 2, v < —- Comme la série numérique —; est convergente, la série de fonctions > frn
n n n
e GRO
converge normalement, donc uniformément sur [2, +oo[. De plus, pour tout n > 2, — —+> 0 et, pour n =1,
n x—+o00
(-t - -
————— ——— 1. D’apres le théoréme de la double limite, F(z) = Z fn(z) ——— lim fp(z) =1
n< r—>—+00 i r—>+o0 o r—>+o00

t*=1(1 —zInt)

°n . D’ot1 la fonction h’ est

Int
5) Soit > 0. La fonction h : t — :7 est de classe C! sur |0, +oo[ et h'(t) =

négative sur l'intervalle [e!/* +o00[. D’olt la fonction h est décroissante sur [e!/*, +o0].

Inn
Donc la suite numérique (?) est décroissante a partir du rang Lel/IJ + 1.
n n>1
3 —1,—x1 1 ! Inn
6) Chaque fonction fn : @ > (—1)""'e™® "™ est de classe C! et f;,(2) = (-1)"—.
n

Inn
Soit a > 0. On pose N, = Lel/‘lJ + 1. Pour tout > a, la suite numérique (—z) tend vers 0 en décroissant. D’apres
n n>Ng,

le théoréme des séries alternées, la série numérique Z f,’b (z) converge et, pour tout n > Ng, son reste Ry (x) vérifie

n>Ng
In(n+ 1) In(n+1) . . In(n+1) .
Rn(z)] < [(=1)H1 < , qui est un majorant. D’ou sup |Ry(z)| < ————= car le sup est le plus petit
Ru(o)] < [(om D < LD j sup (o) < (s p est le plus p
In(n+1)

majorant. Or 0. D’ou la suite des restes R, converge uniformément vers la fonction nulle. Donc la série

(n —+ 1)“ n—oo
de fonctions Z f}, converge uniformément sur [a, +oo[. On utilise alors le théoréme de dérivation terme & terme :
n>1

e pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C! sur [a,+o0o];

e la série de fonctions E fn converge simplement sur [a, +00][ et sa somme est F';
n>1

o la série de fonctions E f/, converge uniformément sur [a, +00[.
n>Ng

Inn

o0
La fonction F est donc de classe C! sur [a, +oo[ et, pour tout z € [a, +o0], F'(z) = Z(—l)"

pat
n=1 n

Cette propriété locale est vraie sur [a, +00[ pour tout a > 0, donc aussi sur ]0, +oo|.



7)

8)

9)

Pour tout > 1, F(z) — {(z) = Z v = Z AT —2l-@ el —217%¢(2). On en déduit I'égalité
n=1 k=1 =1
F(z) = (1-2""")(().
- 1-2)In2 N F(x)
D’une part, 212 = e(1=2)In2 ____ 0 d’ou F(z) ~ ((=). D’autre part, ¢(z) = ———— pour tout = > 1.
z—+00 z—+o00 1—21—=x

Au numérateur, F(z) — F(1) car la fonction F est continue d’apres la question 6 et F'(1) = In(2) d’apres la question 3,
T—

d’ott F(x) ~, In2. Au dénominateur, 2'=% = e(1=2)In2 — 1 _ (x —1)In2+4 o 1(x —1),dott 1 —2'"% ~ (z —1)In2.
r— z—

1
Donc ~ .
" C(Z) z—1+t x—1

On pousse les DL en posant h =z — 1.

Au numérateur, la fonction F est dérivable en 1, d’ou : F(z) = F(1)+hF’(1)+0(h) = In2+hF’(1)+0(h). Au dénominateur,
In? 2

1-21-% =1 _e~hIn2 _ppo — HTW +o(h?). Dot

_ F(x) _ In2+ hF’'(1) + o(h) 1 In2+ hF'(1) + o(h)
@ = 1—2l-= In? 2 " hln2 |, In2
hIn2 — = =h2 + o(h?) — h+olh)
1 In 1 , In? 2
= s (In2 4 RF'(1) + o(h)) (1+ —h+ (h)) s (1n2+h <F (1) + T) +o(h))
B 1 F'(1)  In2
T —1 + ( In2 + ) o(1)
La loi de probabilité zéta
10) Pour tout n € N*, W >0et

11)

12)

13)

14)

IR SN S < U SR G
2 o W@ )

donc on définit bien une loi de probabilité sur N* en posant P(X = n) = W pour tout n € N*.

La variable aléatoire X admet une espérance si, et seulement si, la série > nP(X = n) converge absolument. Puisque

Vn € N*, [nP(X =n)| = W, cette convergence a lieu si, et seulement si, x — 1 > 1, c’est-a-dire > 2. Dans ce cas,
(e o) oo
1 ¢z-1)
N o=
—_ C — C ()
D’apres le théoréme de transfert, X* posséde une espérance si, et seulement si, la série > nkIP’(X = n) converge absolument.
C’est le cas si, et seulement si, z —k >1 <= = > k+ 1. Alors
—k
¢(x)
Soit > 3 : d’apres la relation de Konig & Huygens, la va X posséde une variance et
-2 —1)\?2 —2) — ((z — 1)2
¢(z) ¢(z) ¢(z)
o0
Pour a € N*, I’événement (X € aN*) est la réunion disjointe U (X = an). Par o-additivité,
n=1
]PXECLN*: P(X = an) = - - =
(X E€aN) = 2 X =am) = D e ~ as
n=1 n=1



15)

16)

Soit I C {1,...,n}. L’événement [, ;(X € ¢;N*) est réalisé si, et seulement si, [[;<; ¢; divise X (car les g; sont premiers
entre eux).

. . 1
Pl(XeaN)|=P(Xxe|]]a|N :an =[[P(X € aN%)
i€l iel ier i i€l a; iel

Ceci prouve l'indépendance des événements (X € qxN*)1<p<p-
La suite (Bn)n>1 est décroissante pour 'inclusion car Bpt1 = Bn N (X € pr+1N*) C By, Par continuité décroissante :

lim P(Bn) =P <ﬂ (X ¢ pkN*)>

k=1

Cette intersection est I’événement (X = 1) car un entier n non nul posséde un diviseur premier si, et seulement si, n > 2.

1
D’ou lim P(Bp) =P(X =1) = ——. Par indépendance des complémentaires,
n n 1
e -~ [T e emor) = 1T (1- 1)
k=1 k=1 Py,
n
Donc —— < H (1 — ) pour tout z €]1, 4o0l.
= k:

Un développement en série entiere

17)

18)

19)

20)

21)

22)

T

Pour chaque k € N*, la fonction fi : =z +— % — ﬁ est définie sur | — 1, 4+o00[. Soit & > —1 : fi(z) = m, d’ou
|fr(z )| ‘]Z;l La série 3 = 7= converge, d’'olt la série numérique 3 fi () converge (absolument). Donc la fonction G est
définie pour tout x > —1.
(1 1
Soit, pour chaque n > 1 et chaque > —1, la somme partielle Sy, (z) = Z <7 — ) :
= k k+z
1 1 1 1 1

Sn 1) = - — . Dot @ 1) - G(z) = )

@+1) Xz:(k-i-:c k+1+m) 142 n+4+1l4+znoo0l+zx ot Gz +1) (@) 14+
Soit k € N* : G(k) = G(0) + Z [G(n+1) — G(n)]. Or G(0) = 0 et, d’apres la question 18, G(n + 1) — G(n) = %H

Dou G(k) =3, _, = L tend vers +oo quand k tend vers co. Or la fonction G est croissante, car chaque fonction g, est
croissante. Donc la fonction G posséde une limite en +0o d’aprés le théoréme de la limite monotone. Or la suite des réels
G(k) tend vers oo donc, par unicité de la limite, lim G(:p) =

xr—r

1 (1
Soit @ > —1. Pour tous n > 2 et z €] — 1,a], |fn(z)| < M Or la série Z max(1, a) converge. D’oll la série de

~ n(n—-1) =% n(n—1)
fonctions Y-, <, gn converge normalement sur | — 1, a).
La série de fonctions Z gn converge normalement, donc uniformément sur | — 1, a]. Or chaque fonction gn est continue
n>2
oo oo
sur | — 1, a]. Donc la fonction Z gn est continue sur | — 1, a] et il en de méme de la fonction G = g1 + Z gn car la
n=2 n=2
fonction g1 est aussi continue. C’est vrai pour tout a > —1. Donc la fonction G est continue sur ] — 1, +o00[.
G(z Gz +1
De la question 18, on tire que 7(71) =1+ % =1—(1+2)G(x+1). Si z tend vers —17, alors G(z + 1) tend vers
14+x 14+x

G(x)
—1

14+x

G(0) car la fonction G est continue d’apres la question 20. D’ou (1 + 2)G(z + 1) tend vers 0G(0) = 0. Donc tend

vers 1. Donc G(z) ~ ;Tlx

Soient k € N* et a > —1.

—1)i+15

Chaque fonction gy, est de classe C¥ sur [a, +o0] et, pour tout j € [1, k], Vz € [a, +o0], gg)( )= ((—i-)i)ﬂ‘il On sait déja
T+n

que la série de fonctions ) gn converge simplement sur | — 1, +o00[. Pour montrer que la fonction G est de classe Ck sur

(4)

[a, 400, il suffit de montrer que la série de fonctions Y g,;’ converge simplement pour tout j € [1,k — 1] et que Zg&k)

converge uniformément sur [a, +oo].



converge d’apres le

(7)

o 1
C’est le cas car, pour tout j € [1,k], Vz € [a, +o0f, |g(J)(x)| < (_}_]ﬁ Et la série Y W

critére de Riemann car j+1 > 1. D’oli la convergence normale, donc uniforme, donc simple, de la série de fonctions > gy

1

La fonction G est donc de classe C* sur [a, +oo| et Vz € [a, +oo[, G (z) = (—1)F+ k! Z W Ceci est vrai pour

(n+z
oy
tout a > —1, donc vrai sur | — 1, +o0|.
En particulier, G (0) = (=1)*+1k! Z T O = (=D)FHLEIC(E 4 1).
23) Pour tout k € N*| pour tout = €] — 1, 1[,
(k) _ k+17,
|6 (@)] = |~ Z (nﬂ o
o0

= k! Z ( n )k+1 par l'inégalité triangulaire car n 4+ x > 0
n

> 1
< k:+1 +ng2 (n+z)k+1>

[eo]
1 k41 2 2
< g +22(n—1)2> carn>2 = n+z>1 = (n+x) >n+xz)*>(n—-1)

1

= k! (A+ m) en posant A = ((2).

24) Pour tout k € N*, pour tout z €] — 1, 1],
1
|Ri(z)] < ‘/ (n + 1! (A + W) dt‘ car l'intégrande ne change pas de signe
< (n + 1)A(x —t)"dt| + (n+ 1)7dt par linéarité de I'intégrale et inégalité triangulaire
0 0 (t+1)n+2

< |[-AG - "7 + '/jmmﬁ (j;j)”dt'

z 1 1+ m
< Alg|H! /ﬁ HN—m (2 =1 &t
< Alel™ + 0(n+ )(1+t)2 1+t

1 [(14z n1 e
—1

1+x(1+t ) 0

1 n+l 1

§A|$|n+l + xn+1 =A|(E|n+1+ ‘x| — (A+ >|w‘n+1
z+1 14+ 14z

< Al 4 car I'intégrande est de la forme u'u"™

25) Ry(x) est le reste de la formule de Taylor avec reste intégral, qui s’écrit
(n (0) u n+1 n
G(z) = Z "+ Ri(z) = Y (=1)"T'¢(n+1)2" + Ry (2)
n=0 ! n=1
pour tout = €] — 1,+1[ et & tout ordre k € N* car la fonction G est de classe C*° d’aprés la question 22.
1
Pour tout z €] — 1,1[, ( A+ 7) |z|*tt — 0, d’ott |Ri(x)] — 0 d’apres la théoréme des gendarmes. Donc la
142z n—oo k— o0
fonction G est développable en série entiére sur | — 1, +1[ et
o0
Vo €)= 1,+1], Ge) = 3 ()" Le(n + Dan
n=1

26) D’apres le DSE de la question précédente, le rayon R de convergence de la série entidre S (—1)*+1¢(k 4 1)2* est supérieur
a 1. En x = 1, cette série diverge grossierement car {(k + 1) ne tend pas vers zéro puisque la fonction ¢ est minorée par 1.

Donc R=1.




