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D.S. no 7 de mathématiques

Cet énoncé comporte un exercice et un problème.

Exercice

Soient un entier n ∈ N∗ et une matrice carrée M ∈ Mnn(R). On note S =
1

2
(M+MT ) et A =

1

2
(M−MT )

les parties symétrique et antisymétrique de M .

1) Montrer que XTAX = 0 pour tout vecteur colonne X ∈ Mn1(R).

2) En déduire que toute valeur propre réelle de M appartient à l’intervalle [min Sp(S),maxSp(S)] .

3) On suppose dans cette question que la matrice S est définie positive : S ∈ S++
n (R). Montrer que :

a) les matrices S et M sont inversibles ;

b) il existe une matrice B ∈ S++
n (R) telle que S = B2 ;

c) la matrice Q = B−1AB−1 est antisymétrique et que det(M) = det(S) det(In +Q) ;

d) toute valeur propre complexe d’une matrice antisymétrique à coefficients réels est imaginaire pure ;

e) det(M) ≥ det(S).

4) On suppose que la matrice M est orthogonale : M ∈ On(R).
a) Montrer que Sp(S) ⊂ [−1,+1].

b) Montrer que, si une valeur propre λ de S appartient à ]− 1,+1[, alors le sous-espace propre associé
Eλ(S) est de dimension paire.

Problème

La fonction zêta de Riemann est définie par

ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx
.

1) Déterminer l’ensemble de définition de ζ.

Les parties du problème à suivre sont indépendantes.



La fonction zêta alternée

On note fn(x) =
(−1)n−1

nx
pour chaque n ∈ N∗ et pour tout x ∈ R.

2) Déterminer l’ensemble de définition de F : x 7→ F (x) =

∞∑
n=1

fn(x).

3) Déterminer la valeur de F (1).

4) Étudier la limite de F en +∞.

5) Soit x > 0. Montrer que la suite

(
lnn

nx

)
n≥1

est décroissante à partir d’un certain rang.

6) Montrer que F est une fonction de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer F ′(1) comme la somme d’une série.

7) Montrer que, pour tout x > 1, F (x)− ζ(x) = −21−xζ(x).

8) En déduire un équivalent de F (x) quand x tend vers +∞ et un équivalent de ζ(x) quand x tend vers 1+.

9) Montrer qu’il existe deux constantes α et β, qu’on exprimera en fonction de F (1) et de F ′(1), telles que

ζ(x) =
α

x− 1
+ β + o

x→1+
(1).

La loi de probabilité zêta

On note p1 < p2 < p3 < · · · < pn < pn+1 < · · · la suite des nombres premiers rangés dans l’ordre croissant.
Ainsi p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, etc.

10) Soit x ∈ R tel que x > 1. Montrer qu’on définit la loi de probabilité d’une variable aléatoire X à valeurs
dans N∗ en posant

∀n ∈ N∗, P (X = n) =
1

ζ(x)nx
.

On dira qu’une telle variable aléatoire X suit la loi de probabilité zêta de paramètre x, ce qu’on suppose désormais.

11) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x pour que X admette une espérance. Exprimer
alors cette espérance à l’aide de ζ.

12) Plus généralement, pour tout k ∈ N, donner une condition nécessaire et suffisante portant sur x pour
que Xk admette une espérance. Exprimer alors cette espérance à l’aide de ζ.

13) En déduire la variance de X pour tout x > 3.

14) Montrer que, pour tout a ∈ N∗, P (X ∈ aN∗) =
1

ax
.

Soit (q1, . . . , qn) un n-uplet de nombres premiers distincts deux à deux.

15) Montrer que les événements (X ∈ q1N∗), . . . , (X ∈ qnN∗) sont indépendants.

Cela entrâıne, et on ne demande pas de le démontrer, que leurs complémentaires sont indépendants.

Pour tout n ∈ N∗, on note Bn l’événement Bn =

n⋂
k=1

(X ̸∈ pkN∗).

16) Montrer que

∀x ∈]1,+∞[,
1

ζ(x)
= lim

n→∞

n∏
k=1

(
1− 1

pxk

)
.



Un développement en série entière

On note gn(x) =
1

n
− 1

n+ x
pour chaque n ∈ N∗ et pour tout x > −1.

17) Montrer que G(x) =

∞∑
n=1

gn(x) est défini pour tout réel x > −1.

18) Montrer que, pour tout x > −1 :

G(x+ 1)−G(x) =
1

1 + x
.

19) Calculer G(k) pour tout k ∈ N∗ et étudier la limite de la fonction G en +∞.

20) Montrer que la fonction G est continue sur ]− 1,+∞[.

21) Déterminer un équivalent de G(x) quand le réel x tend vers −1+.

22) Soit k ∈ N∗. Montrer que G est de classe Ck sur ]− 1,+∞[ et que G(k)(0) = (−1)k+1k!ζ(k + 1).

23) Soit k ∈ N∗. Montrer qu’il existe A > 0 tel que

∀x ∈]− 1, 1[,
∣∣∣G(k)(x)

∣∣∣ ≤ k!

(
A+

1

(x+ 1)k+1

)
.

24) Soient k ∈ N∗ et x ∈]− 1,+1[. On pose Rk(x) =

∫ x

0

(x− t)k

k!
G(k+1)(t) dt. Montrer que

|Rk(x)| ≤
(
A+

1

1 + x

)
|x|k+1.

25) Montrer que la fonction G est développable en série entière sur ]− 1,+1[.

26) Quel est le rayon de convergence de la série entière
∑

(−1)k+1ζ(k + 1)xk ?


