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THEME 1 : SUITES & SERIES

Corrigé de l’exercice 5

w/2
Soit f(x) = / (sint)® dt pour tout x > —1. > TD13.4
0

Soit n un entier. Montrer que f(n) ~ /5. > DS5%2024-2025.3qlc
n—oo

/2
Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale généralisée D,, = / (In(sint))™ dt est convergente.
0

Montrer que
min2
5

/2
D, = / In(cost)dt =
0

Soit n € N*. Montrer que

400 u”

~1)"D,, = ——du.
(=1) Y~

—+o0
Pour chaque n € N, montrer que I'intégrale généralisée / u™e™ du converge et calculer sa valeur.
0

6) En déduire que
D, ~ (-1)"n!
n—oo
7) Soient z > —1 et, pour tous n € Net ¢t € ]0, g],
In(sint))”
£ ()"
n!
(oo}
Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur ]0, g] et calculer sa somme Z fn-
n=0
8) Prouver que f est développable en série entiere sur | — 1,1[ et donner son développement en série entiere.
9) En déduire que f est dérivable en 0 et déterminer f/(0).
1) > DS5%2024-2025.3qlc
2) Soit n € N. L’intégrale D,, est impropre en 0 et, quand ¢t — 01, v/sint(In(sint))” — 0 par croissances comparées. Et
/2 1
sin(t) ~ t, donc v/t(In(sint))®» — 0. D’olt (In(sint))™ = o (ﬁ) Or 1:1% ne change pas de signe et 'intégrale / Vel dt
0
est convergente d’apres le critére de Riemann.
Ainsi I'intégrale D,, converge pour tout n € N
. 0
3) Le changement de variable ¢t = 5 est de classe C! et strictement monotone. Il donne Dy = —/ In(sin(7/2 — w))du =
/2

/2
/ In(cos u)du. Puis, en effectuant le changement de variable u = 2t, lui aussi de classe C! et strictement monotone,
0

9D, = /OW/2 In(sin(t) cos(t)) dt = /(:/2 n (Sinft)> dt = %/OW In(sin(u)) du — WI;Q.

Enfin le changement de variable v = 7 — ¢ de classe C! et strictement monotone donne

™ ) _ 0 ) _ /2 )
/7r/2 In(sin(u)) du = — /Tr/2 In(sin(7 — t)) dt = /0 In(sin(t)) dt,

7ln2
2

2 In2 /2
d’ou 2Dy = 5D1 — 7r2n . Donc D; = / In(cos(t))dt =
0




4)

6)

Soit n € N*.
La fonction t + —In (sin(t)) est de classe C! et strictement décroissante (par composition) de ]0,7/2[ vers ]0, +oo[ car
—In (sin(7/2)) = 0 et lim+ (=1In(sin(t))) = +oo. On effectue alors le changement de variable v = —In (sin(t)) : du =
t—0
— cos(t) sin(¢) sin(t) —e ¥ -1 ot D. —
n =

dt et, pour tout t €]0,7/2[, cos(t) > 0, d’ou =

— cos(t) _\/l—sin2(t) - V1—e 2u - Ve2u —1

sin(t)

D2 [T g done|  (cyrpa= [
—u) = = (-1 ———du, donc -1 = —du
/ 1 /0 e2u 1 "o Vem_1

oo e2u _
+oo | .
L’intégrale K; = / t'e~t dt est impropre en +oo. Elle est convergente car la fonction t — tie~* est continue et
0
tie~t = . i (t%) Or %2 ne change pas de signe au voisinage de 400 et f1+°° tLZ dt converge d’apres le critéere de Riemann
—+00
en +o0o.

On montre par récurrence sur ¢ que K; = 4! :
—+o00
o Kop= / e~tdt = [e7Yf> =1.
0
e Supposons que K; = ¢! pour un entier ¢ € N et intégrons par partie : K;41 = f0+°° uv’ et les fonctions u : t+— —e~t et
) . +oo . )
v @t £+ sont de classe C!, d’ott Kjjq = [—tiTle ] > +/ (i4+Dt'e tdt = (i + 1)K; car . ligl title=t =0
0 —+0o0
par croissances comparées.

Dot Kiyq = (i+1) il = (i + 1)I.

e Donc K; =i! pour tout ¢ € N

On va prouver que (—1)" D, — n! = o(n!). D’aprés la question précédente,
+oo 1 1
/ U —— - — ) du
0 Ve —1 et

/+oo " et — /e2u — 1 du
0 ely/e2u — 1

n

(=1)"D,, — n!

u

L am=e e
0 el 62“71<e“+ e2u,1>

Par I'inégalité triangulaire,

+oo n +o0 n 1 [too - 1!
I(=1)" Dy — | g/ M qu< / Y du= 7/ wn—lemu gy = P!
0 e (62u — 1) 0 et (2’[,4,) 2 0

en ayant utilisé I'inégalité de convexité : V¢ € R}, e =1 >¢>0.Or (n—1)!= o (n!), donc D, ~ (=1)"n!

n—-+oo 7—> 00

u”

“+ a pour rayon de convergence +oco. En posant u = x In(sin(t)), la série numérique Y fn(t)

On sait que la série entiere >
oo un oo
converge donc pour tout ¢t €]0,7/2]. De Z — = e" pour tout u € R, on tire que Z fn(t) = 106 — (5int)® pour tout
n!
n=0 n=0

t €]0,7/2]. Donc

o0
la série de fonctions Y fn converge simplement sur ]0, /2] et V¢ €]0, 7/2], Z fn(t) = (sint)”.
n=0

w/2 90

. 2N (In(sint)” ) , o )
Soit z > —1: f(z) = Z fn(®)dt = Z — dt. Sous réserve qu’on puisse intervertir > et [, on
0 n=0 0 n=0 n

: 2. [7™/2 (In(sint))"™ . Dn . o .
obtiendra que : f(z) = Z / ~— 2 Z"dt = Z ——2" et on aura ainsi développé en série entiere la fonction f.
= Jo n! = n!

Supposons que z €] — 1, +1[. On va utiliser le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle quelconque > théoréme
16 du chapitre VII :

e Pour chaque n € N, la fonction f;, est intégrable sur ]0, /2] car, d’aprés la question 2, I'intégrale D,, est convergente et
méme absolument convergente car la fonction f,, ne change pas de signe;
e La série de fonctions Y fn converge simplement sur |0, 7/2] d’apres la question 7;

/2
e La série de réels Z/ |fn(t)|dt converge car, la fonction f, ne changeant pas de signe, fO"/2 |fn(®)]dt =

‘IJ/Q fn(t) dt‘ = )%x") ~ |z™| d’apres la question 6 et la série géométrique Y |z|™ converge car |z| < 1.



0o et /2 /2 X
Donc la fonction Z fn est intégrable sur |0, 7/2] et Z / fn(t)dt = / Z fn(t)dt. Donc
0 0 n=0

n=0 n=0

oo
la fonction f est développable en série entiere sur | — 1, +1[ et Vo €] — 1, +1[, f(z) = Z —z"
n=0

D In2
9) Parce que la fonction f est DSE sur |—1, +1[, elle y est de classe C*°. En particulier, f est dérivable en 0 et f'(0) = 1—'1 =-Z 2n

d’apres la question 3.



