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É q u a . d i f f . , m a t r i c e a n t i s y m é t r i q u e & e x p o n e n t i e l l e

1) Soient deux réels ω > 0 et V > 0. Résoudre sur R les deux systèmes d’équa-
tions différentielles

(E)

{
x′ = −ω · y
y′ = +ω · x

et (F )


x′ = −ω · y
y′ = +ω · x
z′ = V

.

Figure 1 – Deux trajectoires : un cercle et une hélice

2) Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit ω⃗ un vecteur non nul
de E. On définit les deux fonctions

f : E → R, x⃗ 7→ ∥x⃗∥2 et g : E → R, x⃗ 7→ ⟨ω⃗, x⃗⟩.

Soit M : I → E, t 7→ M(t) une solution sur I de l’équation différentielle
x⃗′(t) = ω⃗ ∧ x⃗(t). Montrer les deux fonctions f ◦M et g ◦M sont constantes
sur I. Qu’en déduire ?

3) Soit un entier n impair. Soit A une matrice antisymétrique de Mn,n(R) :
AT = −A.

a) Montrer que A n’est pas inversible et que, pour tout vecteur colonne
X ∈ Mn,1(R), XTAX = 0.

b) Soit M : I → Mn,1(R), t 7→ M(t) une solution sur I de l’équation
différentielle X ′(t) = A ·X(t). Montrer qu’il existe un vecteur colonne
non nul Ω ∈ Mn,1(R) tel que les fonctions

t 7→ M(t)T ·M(t) et t 7→ ΩT ·M(t)

sont constantes sur I. Qu’en déduire ?

Figure 2 – Une trajectoire à l’intersection d’une sphère et d’un plan


