LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 14 MARS 2026

D.S. N°8 DE MATHEMATIQUES

Durée : environ deux heures.
Cet énoncé contient un probleme en deux parties.

Le corrigé sera en ligne sur le Cahier de Prépa.

On note E 'ensemble des fonctions continues f : R; — R telles que, pour tout réel x > 0, la fonction
t — f(t)e~% soit intégrable sur R . Pour tout f dans E, on appelle TRANSFORMEE DE LAPLACE de f et on

note L(f) la fonction définie pour tout réel = > 0 par :

+oo
L@ = [ rmear

A — Partie I : propriétés de la transformation de Laplace —
(tiré de CCP MaThs 1 MP 2011)
1) Dans cette question, f est une fonction continue et intégrable sur R, . C° A
l’,{; a) Montrer que f appartient & E. . g{\/plsmhw.h'h A
Td 7, o Runlte Bows o
lb) Montrer que L£(f) est prolongeable par continuité en 0 en posant L(f)(0) = [, f(t)dt. o~
] . oevs 2,3

2) Dans cette question, f est une fonction continue et bornée sur R. Wl ey homrnie < S .Ac} ’ 1

7 . R O
% a) Montrer que f appartient a E. v corec . ;\ia\ ﬂ?“/

1 b) Montrer que L(f)(x) T 0.

L 3) Soient f dans E et n dans N. On considére la fonction g, : t — " f(¢t) de [0, +o0[ dans R.
Montrer que la fonction g,, est un élément de F.

L4) Démontrer que, pour tout f € F, la fonction /.Zﬁf) est de classe C! sur |0, +og[ et que : _ )
)(-._ [o.,-n;u[,&-«smm..\r aSo e.FT‘.‘E“’/“"’“C @, Ee> i“’] e -/C\-uﬁﬁ-LL"M"" [ TAN

(L)) = —L(g1)- . v _
"_\___-—bg{He_——M-L"M}«C,AW Y @;{ IE!UJC:IL l é\g{n’) e = l'g‘l' -1 et J\T gl‘Fb 9._":
4 5) Démontrer par récurrence que, pour chaque n € N, pour tout f dans F, la fonction L(f) est de classe
C™ sur ]0,+o00[ et que :
LL(N™ = (=1)"L(gn)-

E v de av E°N ere,‘a;S' ' 8,13 6,L%
4 6) Justifier que F est un espace vectoriel et que £ est une application linéaire de E vers C* (]0, +o00[,R) .

7 THEOREME DE LA VALEUR FINALE — On suppose dans cette question que f est une fonction continue

sur Ry telle que lim f(t) = ¢, ol £ est un réel.
free { baedonr Cayal

l a) Démontrer que f est bornée. ELS e L)
;€ b) Soient (a,)nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0 et (A, )nen la suite des fone-
tions définies sur [0, +-00[ par : hy(2) = e f(;5). Démontrer que : a,L(f)(an) = O+°O hop () da.
Z,.: ¢) Montrer que : zL(f)(x) — L.

cvs J{k\) A o
clw-;hqlr\'-:-« JIaT. a{q'&/-\

Conlame | Mcl- o, {



x 6 — Partie II : un calcul de l'intégrale de Dirichlet —
(tiré de CCP MAaTHS PSI 2017)

Seules les deux premieres questions utilisent la premiere partie du probleme.

af o~ g te &S
a’ (‘ 91:' / a 2”/ , . )
, /c«lr«p 1—‘(5/”"‘/ J.ar-cl,l /.9,;.
4,$ 1) Montrer que f appartient & E. Etudier hm L(f)(z) et ll)ril L(f)(x).

1
Soit la fonction f : Ry - R, ¢t +— Top

A 2) Montrer que la fonction £(f) est une solutlon sur ]0, +oo[ de 'équation différentielle

1
" _ -
Yty = (*)

3)A a) Justifier que a(z) = f;oo St g et B(z) =— f;oo st dt sont définis pour tout = > 0.
A4, b) Vérifier que les fonctions o et 3 sont dérivables sg{ 10, +00[ et que, pour tout & > 0 :

o/ (z) cos(z) + B (x)sin(z) =0 et B'(z)cos(x) — o' (z) sin(z) = i

o)s

o ¢) Montrer que la fonction z — «a(x) cos(z) + B(x) sin(x) est une solution de (x) sur ]0, +o0].

400 sin(t)
T+t

A4,, 4) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que :

A d) En déduire que la fonction z — dt est une solution de sur |0, +ool.
0

sin(t)
r+t

dt

+oo
Vo >0, L(f)(z) = acos(z) + bsin(z) + /0

J.; 5) En effectuant une intégration par parties, montrer que, pour tout = > 0 :

+oo o
/ sin(t) dt‘ < g
0 T+t T

4
®,% 6) En déduire que, pour tout z > 0 :

T2 gin
L(f)(x) = / sin(t) g

r+t

l 7) Montrer que [ (=nt) bm(t) dt tend vers 0 quand x tend vers 0F.
1 T+t

t 8) Montrer que fol (b;nf? - %) dt tend vers 0 quand zx tend vers 0. )
, Les Sl
z 9) Déduire des questions précédentes que : L "‘\..\-ul L gu Nr dbcv cor 2
O)e) —~ § rw—L - br 3 -
/+°° sln(t) 7 1) ol 5 d ”’“f L0%
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