
Lycée Clemenceau – MPI/MPI* Samedi 14 mars 2026

D.S. no 8 de mathématiques

Durée : environ deux heures.

Cet énoncé contient un problème en deux parties.

Le corrigé sera en ligne sur le Cahier de Prépa.

On note E l’ensemble des fonctions continues f : R+ −→ R telles que, pour tout réel x > 0, la fonction
t 7−→ f(t)e−xt soit intégrable sur R+. Pour tout f dans E, on appelle transformée de Laplace de f et on
note L(f) la fonction définie pour tout réel x > 0 par :

L(f)(x) =
∫ +∞

0

f(t)e−xt dt.

— Partie I : propriétés de la transformation de Laplace —

(tiré de CCP Maths 1 MP 2011)

1) Dans cette question, f est une fonction continue et intégrable sur R+.

a) Montrer que f appartient à E.

b) Montrer que L(f) est prolongeable par continuité en 0 en posant L(f)(0) =
∫ +∞
0

f(t) dt.

2) Dans cette question, f est une fonction continue et bornée sur R+.

a) Montrer que f appartient à E.

b) Montrer que L(f)(x) −→
x→+∞

0.

3) Soient f dans E et n dans N. On considère la fonction gn : t 7−→ tnf(t) de [0,+∞[ dans R.
Montrer que la fonction gn est un élément de E.

4) Démontrer que, pour tout f ∈ E, la fonction L(f) est de classe C1 sur ]0,+∞[ et que :

[L(f)]′ = −L(g1).

5) Démontrer par récurrence que, pour chaque n ∈ N, pour tout f dans E, la fonction L(f) est de classe
Cn sur ]0,+∞[ et que :

[L(f)](n) = (−1)nL(gn).

6) Justifier que E est un espace vectoriel et que L est une application linéaire de E vers C∞ (]0,+∞[,R) .

7) Théorème de la valeur finale — On suppose dans cette question que f est une fonction continue
sur R+ telle que lim

t→+∞
f(t) = ℓ, où ℓ est un réel.

a) Démontrer que f est bornée.

b) Soient (an)n∈N une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0 et (hn)n∈N la suite des fonc-

tions définies sur [0,+∞[ par : hn(x) = e−xf( x
an

). Démontrer que : anL(f)(an) =
∫ +∞
0

hn(x) dx.

c) Montrer que : xL(f)(x) −→
x→0+

ℓ.



— Partie II : un calcul de l’intégrale de Dirichlet —

(tiré de CCP Maths PSI 2017)

Seules les deux premières questions utilisent la première partie du problème.

Soit la fonction f : R+ → R, t 7→ 1

1 + t2
.

1) Montrer que f appartient à E. Étudier lim
x→0+

L(f)(x) et lim
x→+∞

L(f)(x).

2) Montrer que la fonction L(f) est une solution sur ]0,+∞[ de l’équation différentielle

y′′ + y =
1

x
(∗)

3) a) Justifier que α(x) =
∫ +∞
x

sin t
t dt et β(x) = −

∫ +∞
x

cos t
t dt sont définis pour tout x > 0.

b) Vérifier que les fonctions α et β sont dérivables sur ]0,+∞[ et que, pour tout x > 0 :

α′(x) cos(x) + β′(x) sin(x) = 0 et β′(x) cos(x)− α′(x) sin(x) =
1

x
.

c) Montrer que la fonction x 7→ α(x) cos(x) + β(x) sin(x) est une solution de (∗) sur ]0,+∞[.

d) En déduire que la fonction x 7→
∫ +∞
0

sin(t)
x+t dt est une solution de (∗) sur ]0,+∞[.

4) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que :

∀x > 0, L(f)(x) = a cos(x) + b sin(x) +

∫ +∞

0

sin(t)

x+ t
dt

5) En effectuant une intégration par parties, montrer que, pour tout x > 0 :∣∣∣∣∫ +∞

0

sin(t)

x+ t
dt

∣∣∣∣ ≤ 2

x
.

6) En déduire que, pour tout x > 0 :

L(f)(x) =
∫ +∞

0

sin(t)

x+ t
dt

7) Montrer que
∫ +∞
1

(
sin(t)
x+t − sin(t)

t

)
dt tend vers 0 quand x tend vers 0+.

8) Montrer que
∫ 1

0

(
sin(t)
x+t − sin(t)

t

)
dt tend vers 0 quand x tend vers 0+.

9) Déduire des questions précédentes que : ∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.


