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Varitables aléatoires

23 mars 2026

Retour a ’origine d’une marche aléatoire sur 7Z
(tiré de CCINP PC 2020)

On étudie le déplacement aléatoire d’un pion sur I'axe Z des entiers relatifs. A I’étape n = 0, le pion se trouve
en 0. Ensuite, si le pion se trouve a ’étape n sur 'entier x € Z, alors a ’étape n + 1, le pion a une chance sur
deux de se trouver en x + 1 et une chance sur deux de se trouver en = — 1.

Pour modéliser cette expérience aléatoire, on se place sur un espace probabilisé (2,.4, P) et on considére une
suite (Xj)ren+ de variables aléatoires réelles indépendantes dont la loi est donnée par :

V]{JEN*, P(Xk:1):P(X;€:—1)=*.
On consideére également la suite de variables aléatoires réelles (S, )nen définie par So =0 et :

VneN',  S,=) X
k=1

L’objectif est de déterminer la loi de la variable aléatoire T & valeurs dans T'(2) = N* U {co}, appelée
temps de retour a l'origine et définie de la facon suivante : si S, # 0 pour tout n € N*, alors T" = oco. Et
T = min{n € N*|S,, = 0} sinon.

On définit finalement les suites (pn)nen €t (¢n)nen par :

0 si n=0

VnEN,  pn =P8, =0) et q”:{P(Tn) si > 0.

1) Déterminer p,, pour tout entier n impair.
X +1

2) Soient n € N, Y, =
aléatoire Z, =Y, +---+Y,.
3) Exprimer S,, en fonction de Z,, et en déduire que :

1
VYm € N, me_(2r7r7>M'

pour tout k € N* et Z, = Y1 + --- +Y,,. Déterminer la loi de la variable

o0
4) Soit f(x) = an:v" pour tout & €] — 1,+1[. Justifier que la fonction f est bien définie et montrer que :

n=0
1

Ve el —-1,4+1], f(z)= N

5) Montrer que :
n
Vn N, pu = Drdn-k-
k=0
> Comme dans le Kdo du 22/11/2025 g2, « remettre le compteur a zéro ».

[e.9]
6) Soit g(x) = Z gnx"™ pour tout x €] — 1, +1[. Justifier que la fonction g est bien définie et montrer que :

n=0
Ve e -11[,  f(z)g(x) = f(z) - L
7) En déduire g, pour tout n € N*.

8) Déterminer la valeur de P(T = c0).
9) La variable aléatoire T posseéde-t-elle une espérance ? > Théoréme de la limite de la dérivée.



