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E‘quations différentielles

24 mars 2026

Exercice 1. Résoudre sur R les équations différentielles

1. " —

32’ + 2z =te? et ' —2V21 +22=6;

2. (2 +1)%2" 4+ 2t(t* + 1)2’ + 2 = 0 en cherchant d’abord une solution de la forme (1 + #2)<.

1. (a)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre. On sait que sa solution générale
est de la forme : x = ¢ + Kp1 + Lya, ou Kp1 + Ly2 est la solution générale de I’équation homogene et v est une
solution particuliere de I’équation avec second membre.

Commengons par résoudre I’équation homogene
2 =32 +22=0. (Eo)

Cette équation différentielle est & coefficients constants; son équation caractéristique est A2 — 3\ + 2 = 0 et possede
deux racines distinctes : 1 et 2. D’oti la solution générale de (Ep) est : Vt € R, x(t) = Ket + Le?*. Pour résoudre
(E) on fait varier la constante L. On obtient alors I’équation :

27 ()€ 4l (t)e®t — 30/ (t)e® = te®t = () + 0 (t) =1t
Une solution particuliere de cette équation différentielle est £ : t — £(t) = % —t.
PREMIERE REDAC (bof) — Donc la solution générale de 1'équation (E) est :

£2
vVt €R, z(t) = (5 —t)e?t + Ke! 4 Le*,

ou (K, L) € R2. Elle est bien de la forme : = 9 + K1 + L2

DEUXIEME REDAC (mieux) — Donc z est une solution sur R de (E) si, et seulement si,

t2
J(K,L) € R?, Vt € R, z(t) = (5 —t)e® + Ke! + Le?t.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre. On sait que sa solution générale
est de la forme : x = ¥ + K1 + L2, ou K1 + Lea est la solution générale de I’équation homogene et ¢ est une
solution particuliere de I’équation avec second membre.

Commencons par résoudre I’équation homogéne

@ —2v2a' + 20 =0. (Ep)

Cette équation différentielle est & coefficients constants; son équation caractéristique est A2 — 2¢/2X +2 = 0 et
posséde une racine double égale & +/2. D’oti la solution générale de (Ep) est : Vt € R, z(t) = (K + Lt)etﬁ. Puis on
remarque que z : ¢ — x(¢) = 3 est une solution particuliére de (E).

PREMIERE REDAC (bof) — Donc la solution générale de () sécrit : Vi € R, a(t) = 3+ (K + Lt))eY2t, on (K, L) € R2.
DEUXIEME REDAC (mieux) — Donc z est une solution sur R de (E) si, et seulement si,

AK,L) €R2, Wt €R, 3+ (K + Lt))eV2t.

2. Commengons par chercher une solution de la forme z(t) = (1 + t2)®. On obtient 2'(t) = 2at(1 + t2)*~ 1 et z''(t) =
20(1 +t2)*71 + da(a — 1)t2(1 + t2)*~2. C’est une solution si, et seulement si,

(2 + 1)?(2a(1 + t2)* ! 4+ do(o — )12 (1 + £2)*72)

+2t(2 + 1) (20t (1 + £2)271) + (1 4 £2)@ =0
2a(1 +t2)F! 4 (42 + 1 +da(a — D)1 +t2)* = 0
2a(l+20)t2 + 2a+ 1)1 +2)* = 0

1

a=-—3



C
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faire varier la constante : (E) est équivalent &

Donc t — est une solution sur R de I’équation différentielle (E). Et cette solution ne s’annule pas, on peut donc

(t2+1)2 < "0y QtC/(t>) 2 c’ _
NG C"(t) - ) + 262 + 1) cs =0
21 +1)C"t) = 0
¢’ = 0
C(t) = at+b.
IS . s 4 32 . at+b
D’ou la solution générale sur R de 1’équation (F) est t — Ve

Exercice 2 (séries entieres). On note F' I'application
2 ® 2
R—-R, z+—e” / el dt.
0

1. Montrer que la fonction F' est une solution, sur R, de I’équation différentielle
(B)  y(z)=—2zy(z) +1.

2. En déduire la solution générale de 1’équation différentielle (E).

3. Montrer que la fonction qui, a tout réel x, associe fow et dt est développable en série entiére sur | — oo, +00[
et déterminer les coefficients de ce développement.

4. Montrer que F est développable en série entiere sur R et déterminer une relation de récurrence vérifiée
par les coefficients a,, de ce développement.

5. Pour tout entier naturel p, exprimer ag, et ag,4+1 en fonction de p.
6. En déduire, pour chaque n € N*, la somme

> s (i)

k=0

1. La fonction F' est un produit de deux fonctions dérivables sur R :

2 d 2 2
— la fonction & — e~ est dérivable car composée de fonctions dérivables et, pour tout = € R, d—e’z =2zx-e T ;
a:

T 2 2 d 2 2
— la fonction x +— / e!” dt est une primitive de la fonction continue ¢ — et et T / el” dt = e*
0 X Jo

D’ou F est dérivable sur R et F/(z) = —2ze—" Iy P dt + e e’ = —2zF(z) + 1 pour tout z € R. La fonction f est

donc une solution de (E) sur R.

2. La solution générale de I’équation sans second membre y’ = —2zxy s’écrit : Vz € R, y(z) = K - e=*”. Une solution
particuliere de ’équation avec second membre est F'. Donc

2 2 [T 2
y est une solution de (E) sur R si, et seulement si, il existe un réel K tel que : Vx € R, y(z) = K -e™* +e " / et dt.
0

X ik X 42k
t 2 t
3. Pour tout ¢t € R, ¢! = E R Don: Vt €R, et = E W On peut intégrer terme a terme une série entiere sans changer
k=0 " k=0

son rayon de convergence, donc
z s 2k 22k+1
2 t
Vz € R, / et dt = / = —_—
R W o

4. La fonction F' est développable en série entiére car c’est le produit des deux fonctions développables en série entiere. Ces
deux séries entieéres ont un rayon de convergence infini, donc leur produit aussi. Il existe donc une suite (ar) telle que :



oo
Vz € R, F(z) = Z anx™.
n=0

oo oo
F est une solution sur R de (F) ,dou: Vzé€R, Z annz™ ! = -2z Z anz™ +1
n=0

n=1

oo oo
Vz € R, Z ant1(n+1)z" = -2 Z ap—1z" +1
n=1

n=0

=1
a1 par unicité du DSE.
VYn>1, (n+ 1)ant1 = —2an—1

5. F(0) =0, d’olt ag = 0 et, d’apres la relation de récurrence, azp = 0 pour tout entier naturel p.

D’apres la relation de récurrence, pour tout entier naturel p,

—2 —2 —2 (=1)P - 4P . p!
a2p4+1 = a1 X — X — X -+ X =
3 5 2p+1 (2p+ 1)!
6. Soit z € R F( ) g2 /w t2dt dot i 2p+1 i( 1)nx2’ﬂ Xi 22k+1 o ol duit de C N
N o1l o : Xr)=¢e e 5 ou a X = — E— e ——— apres le proaul e auchy,
0 e = nl ket P 4

P -k
L G O
= [ S AR
a2p+1 kz::ok!(QkJrl) o) onc

ST

2k + 1Nk (2p+ 1)(2;)

Exercice 3 (intégrales impropres & variation de la constante — oral CCP PC 2010).
Soient équation différentielle (E) : 4/ —y = e~ et la fonction u: x Iy et dt.

Montrer que u possede des limites finies quand x tend vers +oo.

Exprimer les solutions de (F) en fonction de w.
Montrer que les solutions de (E) ont toutes pour limite zéro en —oo.

Ll

Montrer qu'il existe une unique solution de (E) qui a pour limite zéro en +oo.

2
1. Par croissances comparées, t2e*" ¢ tend vers zéro quand t tend vers £oo, donc u posseéde des limites finies en +oo.
2. Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions proportionnelles & I’exponentielle. La méthode de variation de la

constante conduit & k'(z)e® = e=%, et on choisit k(z) = u(z) = [ e~t*~t dt. Finalement, les solutions de (E) sont les
fonctions telles que
JkeR, VzeR, y(z)=—e"k+u(z)).

3. Comme k + u(z) admet une limite finie en —oo, y(z) = e”(k + u(x)) tend vers zéro quand z tend vers —oo.
4. Analyse : Pour que y(x) puisse tendre vers zéro quand x tend vers +o0, il faut que k = — limy oo u(x).

Synthese : Dans ce cas

o [T 2y o [T 2y o [T 2, teo e
ly(z)| = |—e e dt| =e e dt <e e dt = e~ " dt.
x x x x

2
La fonction ¢ — e~!" étant intégrable sur R, 'intégrale ci-dessus tend vers zéro quand x tend vers +oo. Il existe donc bien

une, et une seule, solution de (E) de limite nulle en +oo.

Exercice 4 (diagonalisation & variation des constantes). Déterminer les solutions sur R du systeme différentiel :

2 =y+z+e
Yy =—-x+4+2y+=z
Z=x+z



o =y+z+et 0 1 1 et

Y =—-z+2y+z <= X' =AX+B(t), ond=|-1 2 1| eBlt)=|0

2 =x+z 1 0 1
Il s’agit d’un systéme linéaire de 3 équations différentielles avec second membre. On sait que la solution générale est de la forme
X =K®; + L®3 + MP3 + ¥, ou ¥ est une solution particuliere de I’équation avec second membre et (®1, P2, P3) est une base
de ’ensemble des solutions de ’équation sans second membre.

On essaie de diagonaliser la matrice A pour découpler les équations. Le polynéme caractéristique de la matrice A est :

A -1 -1

det(Ms—A) = |1 A4+2 -1
-1 0 A-1
A—2 -1 -1

= |A=2 A-=-2 -1
A—2 0 A—1

1 -1 -1
= (=21 A-2 -1
10 A-1
1 -1 -1
= (A=2)0 x—-1 0
0o 1 A
= (A=2)(A— 1A

D’ott Sp(A) = {0,1,2}. La matrice A est de taille 3 x 3 et posséde 3 valeurs propres distinctes deux & deux, donc elle est
diagonalisable.

Pour A=0:
y+2=0 1
AX =2\ X <— —z+2y+2=0 <= X=2zV3 oulV;= 1
z+2=0 -1
D’ou SEP(0) = Vect (V7).

0 1

De méme, SEP(1) = Vect(Vz2) et SEP(2) = Vect(V3),ouVa=| 1 | et Va= |1

—1 1

La solution générale du systeme homogene s’écrit donc :

1 0 1
VteR, X@)=K | 1 | +Let [ 1 | +Me2 (1
—1 —1 1
On fait varier ces 3 constantes :
k' +mle?t = et E =et k(t) =e' + K
X'=AX + B(t) < E+let+me?*=0 & =-1 < {t)=—-t+1L
—k' — et +m'e?t =0 m' =0 m(t) =M

Donc X est une solution de X’ = AX + B(t) si, et seulement si, il existe (K, L, M) € R? tel que :

et 1 0 1
VteR, X@t)=|(1—-t)et | +K| 1 | +Let | 1 | +Me?* |1
(t—1)et -1 -1 1

Exercice 5. Soient les équations différentielles
(BE) 2%y +4zy + 2y =1n(1 +2) et (Eo) 2%y +4day’ + 2y =0.

1. Déterminer les solutions de la forme z — x® (ot @ € R) de (Ej).
2. En déduire la solution générale sur ]0, +oo[ de (Ep).

3. Rappeler le développement en série entiére de x +— In(1 + z) ainsi que le rayon de convergence de cette
série entiére.

e

(a) Rechercher le développement en série entiére d’une solution f de (E) et calculer le rayon de
convergence R de cette série entiere.



(b) Exprimer f(z) pour tout x €] — R, 0[U]0, +R][ & I'aide de fonctions usuelles.
. Quelle est la solution générale de I'équation (E) sur l'intervalle |0, 1[?

2//

. La fonction z — 2% est une solution de I’équation (FEjp) + 4xy’ + 2y = 0 si, et seulement si,

22a(a— 1)z 2 +4zaz® 1 + 229 =0 < (a?+3a+2)2*=0 < a€{-2;—1}
. L’ensemble des solutions sur 'intervalle |0, +oco[ de 'équation (Ep) est un espace vectoriel de dimension 2 car (Ep) est une
équation différentielle linéaire sans second membre d’ordre 2. Donc

1 1
y est une solution ]0, +oo[ de (Eo) ssi I(A, B) € R?, Vz €]0,+oo|, y(z) = A- — + B -

22
oo
35‘2 1‘3
Ve e]l =1L +1, m(1+2) =2 — % + 5 +- Z — et le rayon de convergence est 1.
(a) Soit R le rayon de convergence de la série entiere > ana™ et Vo €] — R, + R, Z anx™
o0 o0 x
() <= Z (k — 1)apzh~ 2+4kaakxk 1+22ak Z ) Lidicpa
k=2 k=1 k=0 k=1
o k
< 2a0+6a1 + 2:(&2 + 3k + 2)apz® = Z (—1)k— 1z (par unicité du DSE)
k=2 k=2
ag =0
— 6a;1 =1 )
Vk > 2, (k+1)(k+2)a, = (—1)’HE
ap =0
= —1)k—1
V> 1, ap = DT
kE(k+1)(k+2)
S L
— T) = 7$ .
/(@) = E(k+1)(k+2)
1kl k(k+1)(k+ 2
Le rayon de convergence de cette série entiere est R = 1 car oz 77| = (b + ik +2) |z| — |z|.
lagzk]| (E+1)(k+2)(k+3)  k—oo
(b) Z zF~' = —— Intégrons : Z — = —In(1 — z) + cte et la constante d’intégration est nulle (tester avec
k=1 -2 =k
S
= 0). Intégrons une deuxieme fois : —— = (1 —2)In(1 — =) + = + cte en intégrant par partie et
). Intég x 2 Pyl Chat R grant par p
o 2k+2
la constante d’intégration est nulle (tester avec z = 0). Intégrons une troisieme fois : Z —_— =
= k(k+1)(k+2)

(= 1)?

—Tln(l—IB)-FM

4
avec ¢ = 0). A chaque étape, on a intégré terme & terme sans changer le rayon de convergence, d’olt

2
T 1
+ By + cte en intégrant par partie et la constante d’intégration vaut ~1 (tester

ve el =LA ,; k(k-&—xllc;(jg-kz) - _(x—21)2 In(1 =) + qu%? B i’
Divisons par z2 et remplacons « par —z :
y 0 1)kak f@ln(1+x)+@+xg73
x €] — 1,0[U]0, +1], X::k(k-‘r ke — .
Multiplions par —1 :
(@+1)?

In(1+z) — §z2 - lz
Ve €] - 1,0[U]0, +1[, f(z) = 4 2

x2



5. La solution générale y de équation (E) sur I'intervalle ]0, 1[ est égale & la solution générale yg de (Ep) plus une solution

particuliere f de (E). Donc

(z+1)?
1 1 9

3
In(1+=z)— Z$2 — 3%

1

y est une solution )0, +oo[ de (E) ssi 3(A, B) € R?, Vz €]0, +1[, y(z) = A- —+B-—+ 5
x x

T

Exercice 6. Soient un intervalle I de R, deux fonctions continues a : I — R et b : I — R et ’équation
différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 sans second membre

2" (t) + a(t)x' (t) + b(t)z(t) = 0.

Soient 1 : I — R et 25 : I — R deux solutions sur I de cette équation. La fonction

W.:I-R, t—

x(t) @ (t)‘

wi(t)  w5(t)

est appelée le wronskien de =1 et xs.

1. Montrer que W est dérivable et que, pour tout t € I,

W'(t) = —a(t)W(t).
. Montrer que : si les solutions = et x5 sont linéairement indépendantes, alors leur wronskien ne s’annule

jamais.

. Montrer que, si z1 ne s’annule pas, alors

Vtel, (5”2) 1) = VO

Z1

. Soient z1 : I = R et x5 : I — R deux solutions linéairement indépendantes. Montrer que z; et x5 n’ont
pas de racine commune. Et que, entre deux racines distinctes de x5 (si elles existent), x; posséde au
moins une racine.

. On suppose connue une solution z1 : I — R ne s’annulant pas. En utilisant le wronskien, déterminer
une solution x5 : I — R linéairement indépendante de x;.

. La fonction W est dérivable car les fonctions x1 et 2 sont deux fois dérivables. Et W’/ = (z1x}, — o)) = z12f — 202 =
z) (—azh, — bra) — x2(—az) — bxy) = —aW.

. D’aprés le théoréme de Cauchy & Lipschitz, si les vecteurs (z1(t), 2’ (t)) et (x2(t),25(t)) sont liés & un instant ¢, alors ils
le sont & tout instant. En contraposant : si les solutions x1 et x2 sont libres alors les vecteurs (x1(t), ] (t)) sont libres &
tout instant ¢, par suite W (¢) est non nul pour tout ¢t € I.

AUTRE METHODE — La fonction W est une solution sur I de I’équation différentielle W’ (t) = —a(t)W (t), qu'on résout : il
existe une constante K telle que, pour tout ¢t € I, W (t) = Ke=A®) ol A est une primitive de a. Si les solutions z1 et z

sont libres, alors il existe t € I tel que W (t) # 0. Par suite, la constante K n’est pas nulle. Et W ne s’annule donc jamais.

/ ’ ’
o [ x2 _ m®zg(®)—wa W)y (t) _ W(t)
. Pour tout ¢ € I, z1(t) # 0, d’ou (11) (t) = 220 =20

. Supposons que « est une racine de z2 : W(a) = z1(a)zh(a) — z2(a)z) (o) # 0, d’ott 1 () # 0 si x2(a) = 0.

Supposons que « et 8 > « sont deux racines de z2. Si 1 ne s’annule pas sur |, 3[, alors la fonction ;—f est définie sur

[a, B], y est dérivable et s’annule en « et 3.

/ ’
D’apres le théoreme de Rolle, 3y €]a, B], (%) (y) = 0. C’est absurde car (;—f) (y) = Z‘gg; d’aprés la question

précédente. Donc z1 s’annule au moins une fois sur |, 3.




W(t)
x3(t)
question 3. Or la question (1) permet de calculer le wronskien : il existe une constante K € R telle que, pour tout
tel, Wit)=K - e~ ol A est primitive de la fonction a. Puis on détermine y en résolvant équation différentielle

y'(t) = Z‘%gg

5. ANALYSE : si 2 = yx1 est une solution de ’équation différentielle, alors, pour tout t € I, y'(t) = d’apres la

SYNTHESE : on choisit une valeur de K non nulle. La fonction zo est alors linéairement indépendante de z1 car la fonction
y n’est pas constante car sa dérivée ne s’annule pas car W (¢) = K - e~ A() ne s’annule pas. Et on vérifie en dérivant que
o est bien une solution de I’équation différentielle.



