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Soit X une v.a. positive possédant un moment d’ordre 2 tel que E(X?) # 0. Soit A €]0, 1].

lsiwe A

1) Soit, pour tout événement A, la variable aléatoire 14 : w — 0 S? v , id est la fonction indicatrice

sinon

de ’ensemble A. Montrer que
(1-NEX)<E {XI(XME(X))} .
2) Prouver l'inégalité de PALEY-ZYGMUND :
E(X)*

1 -2 < P(X > AE(X)).

1) Notons A I’événement (X > )\E(X)). La v.a. X possede une espérance car elle posséde un moment d’ordre deux par hypothese

> lemme X.25. Et X14 € L' car | X14] < |X|. De méme pour X1 4.

D’une part, X = X14 + X1y4, dout E(X) = E(X14) + E(X1y4) par linéarité de lespérance. D’autre part, X157 =
) < AE(X) car la v.a. X est positive. D’olt E (X1 4) < AE(X) par croissance de 'espérance. Donc (1-A\)E(X) <

X1 (x<xB(X)
E(X14).
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |E (X14)| < +/E(X?),/E (1%) car 1> proposition XIV.9 les v.a. X2 et (1,4)? possédent

une espérance (pour la v.a, X2, c’est une hypotheése; pour la v.a. (14)2, c’est parce qu’elle est bornée > remarque X.18(4)).
D’une part, le réel E(X14) est positif car la v.a. X est positive par hypothese. D’autre part, 1?4 =14 et E(14) = P(A).
Dou E (XlA)2 < E(X?)P(A), ce qui prouve I'inégalité de Paley-Zygmund en divisant par E(X?2) qui est strictement positif
par hypothese.



