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CORRIGE DU KDO DU 27/03/2026

Variables aléatoires

27 mars 2026

Retour a I’origine d’une marche aléatoire sur 7Z
(tiré de CCINP PC 2020)

On étudie le déplacement aléatoire d’un pion sur I'axe Z des entiers relatifs. A ’étape n = 0, le pion se trouve
en 0. Ensuite, si le pion se trouve a ’étape n sur 'entier x € Z, alors a ’étape n + 1, le pion a une chance sur
deux de se trouver en x + 1 et une chance sur deux de se trouver en x — 1.

Pour modéliser cette expérience aléatoire, on se place sur un espace probabilisé (2,4, P) et on considére une
suite (Xj)ren+ de variables aléatoires réelles indépendantes dont la loi est donnée par :

VkEN*, P(XkZI)ZP(Xk:—l)Z*.
On consideére également la suite de variables aléatoires réelles (S, )nen définie par Sp =0 et :

VneN,  S,=) X
k=1

L’objectif est de déterminer la loi de la variable aléatoire T' & valeurs dans T'(2) = N* U {cc}, appelée
temps de retour a l'origine et définie de la facon suivante : si S, # 0 pour tout n € N*, alors T = oco. Et
T = min{n € N*|S,, = 0} sinon.

On définit finalement les suites (pn)nen €t (¢n)nen par :

0 si n=0

VnEN,  pn= PS5 =0) et q”:{P(T:n) si n >0,

1) Déterminer p,, pour tout entier n impair.

Xip+1
2) Soient n € N, Y, = L2

aléatoire Z, =Y +---+Y,.
3) Exprimer S,, en fonction de Z,, et en déduire que :

1
VYm € N, pgm:<2::>4m.

pour tout k € N* et Z, = Y1 + --- 4+ Y,,. Déterminer la loi de la variable

oo
4) Soit f(z) = ana:" pour tout & €] — 1, +1[. Justifier que la fonction f est bien définie et montrer que :

n=0
1

Vel =LAl f) = s

5) Montrer que :

n
Vn €N, pn= Drnk-
k=0

> Comme dans le Kdo du 22/11/2025 q2, « remettre le compteur a zéro ».

oo
6) Soit g(x) = Z gnx™ pour tout = €] — 1, +1][. Justifier que la fonction g est bien définie et montrer que :

n=0

Ve el =11 flz)g(x) = f(z) - 1.



7) En déduire g, pour tout n € N*.

8) Déterminer la valeur de P(T = c0).

9) La variable aléatoire T posséde-t-elle une espérance ? > Théoréme de la limite de la dérivée.

1) La v.a. S, mesure la position du pion, qui est initialement & origine. Si n est impair, alors I’événement (S, = 0) est

impossible, donc sa probabilité p, est nulle. Donc pn = 0 si n est impair.

2) Lav.a. Y} prend la valeur 1 si le pion va vers la droite et vaut 0 sinon. La v.a. Z,, compte donc le nombre de succes (i.e. pas vers
la droite) parmi n essais (i.e. pas). Or les pas sont des épreuves de Bernoulli indépendantes et la probabilité de chaque succes

est 1, donc Zn ~ B(n, 3) > proposition X.8. Donc Z,,(Q) = [0,n] et Vk € Zn(Q), P(Zn = k) = ( " ) (%)k (1- %)n_k =

(F

IO

k

AUTRE REDAC : les v.a. Y}, sont indépendantes et suivent la loi binomiale B(1, %) Donc, par stabilité de la loi binomiale,

Zn ~ B(n, 1) > XIV.5.

3) Les fonctions Sy, et 2Z,, — n sont égales, d’out les événements (S2,, = 0) et (2Z2,, — 2m = 0) sont égaux. Donc ps,, =

. . 1 2m 1\
P(Zam =m). Or Zayy, suit la loi B | 2m, 5 ) donc pom = -

m 2

1— =

1\™ D _ 2m 1
5 . Donc Pom = m R

4) Pour tout n € N, |pn| < 1 car py est la probabilité d’un événement. Or la série entiere Z 2" a pour rayon de convergence 1, le

rayon de convergence de la série entiere Y pnz™ est donc supérieur a 1. Par suite,

Deplus> IXd: 2m)!l=2x4x---x(2m) x 1 X3 X --- x (2m — 1) = 2™m!

2mm! 5
P2 = o [[(2k—1)

(ml)24m -~

le réel f(z) est défini pour tout = €] — 1, +1].

o E

k

(2k —1), d’ou :
1

o0 m _1 m
pour tout m € N*. Or Vu €]—1,1[, (14+u)~ /2 = 1+ Z <H (7 —k+ 1)) u—', donc Vo €] —1,+1], f(z) =1 —22)"1/2
m!

m=1 \k=1

5) Les événements (T' > n) et (T = i) pour 4 € [1,n] ont une union disjointe et certaine, donc

Pn =

s.
I M:
I

|

<
Il
-

Il

o
Il
o

P(Sp = 0|T = 1)q; car go = 0 par hypothese

[
\E

P(Sn =0T =n—k)qn_k.

=~
I

0

P(Sn =0T =14)g; + P(Sn, =0NT > n) d’apres la formule des proba. totales

P(Syp = 0|T =1i)g; car ’événement (S, = 0) N (T > n) est impossible

Enfin P(Sp, =0|T =n — k) = P(S; = 0) car 'événement (T =n — k) « remet le compteur & zéro ».

Donc

n
Pn = ZPan—k pour tout n € N*.
k=0




6) Pour tout n € N, |gn| < 1 car ¢n est la probabilité d’un événement. Or la série entiere Z z" a pour rayon de convergence 1, le

rayon de convergence de la série entiere Y gnx™ est donc supérieur a 1. Par suite, le réel g(z) est défini pour tout = €] — 1, +1[.

Pour tout = €] — 1, 1[, on multiplie 1’égalité de la question 5 par =™ ; puis on peut sommer car la série Y pnz™ converge

oo “+ oo n %) oo n
d’apreés la question 4 : Z pnz” = Z (Z pkqn_k> z". Or pg =1 et go = 0, donc Z pnz” — 1= Z < pkqn_k> ™.
k=0 k=0

n=1 n=1 n=0 n=0

Le membre de gauche est égal & f(x) — 1. Celui de droite est égal & f(z)g(x) produit de Cauchy car on a montré que les séries
> pnx™ et > gnz™ convergent absolument. (AUTRE REDAC : car on a montré que les rayons de convergence des séries entiéres

S pnx™ et Y gnx™ sont supérieurs a 1). Donc f(z) — 1= f(x)g(z) pour tout = €] — 1, +1][.

T 1
7) De la question précédente et de la question 4, on tire que : 9(z) — 1 et donc g(z) = 1 — V1 — 22 pour tout

Vi—a?  J1-—a?
oo
1 _
x €] —1,+1[. Or \/1—12:1—27( 2m =2 )me pour tout z €] — 1, 1].

2m—1 m—1
k=1 m2

C . . . . 1 2m — 2
Donc, par unicité des coefficients du DSE : gn = 0 si n est impair et, pour tout m € N*, g2y, = ———— m .
m22m—1 m—1

8) L’événement (T = co) est le contraire de 1’événement UN (T = n). Or cette union est disjointe, d’ol1, par o—additivité : la
neN*

(oo}
série > qn converge et P(T' = oc0) =1 — Z Gn.
n=1
oo
Parce que la série Y g, converge, le théoréme radial d’Abel nous assure que Z qn = linln g(z) qui est égale & 1 d’apres
—1"

n=1

Pexpression de g(z) trouvée a la question précédente. Donc P(T=00)=0 : il est presque certain que le pion repasse

par Vorigine.

9) La v.a. T n’admet pas d’espérance car la fonction g est la fonction génératrice G de la v.a. T et elle n’est pas

dérivable en 1 d’apres le théoréme de la limite de la dérivée car g'(z) — +oo.
z—1—



