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CORRIGE DU D.S. N°9 DE MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures.

PROBLEME 1

Partie A - les polynémes de Tchebychev

1) Par récurrence, on prouve que, pour tout n € N, T,,(cos ) = cos(nf).
La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car Tp(cosf) = 1 = cos(00) et T1(cosd) = cos @ = cos(10).

Si la propriété est vraie aux rangs n et n + 1, alors elle est vraie au rang n + 2 car T),42(cosf) =
2c080T,4+1(cos8) — T, (cosd) = 2cosBcos(n + 1)0 — cosnf. Or cos(a + b) 4+ cos(a — b) = 2cosacosb
pour tous réels a et b, et en particulier pour a = (n+ 1)8 et b = 0. D’ott T),42(cos ) = cos(n + 2)6.

La propriété est donc vraie a tout rang n € N.

2) Soit « € [—1,+1] : posons 6 = Arccos(z). Alors cosf = z et, d’apres la question 1,

T (z) = T, (cos 6) = cos(nb) = cos(n - Arccos(x)).

3) La fonction Arccos est dérivable sur | — 1, +1[ et, pour tout z €] — 1, +1[, Arccos’(x) = Vb
d _

D’ou T/ (z) = — cos(n - Arccos(z)) = —sin(n - Arccos(x))in et

’ dx 1— 2

L sin(n - Arccos(z)) d "
" tgin(n-Ar B
V1—2a2 dz \/1 — 22

n2

T!(z) = di sin(n - Arccos(r)) -
T

n

= —cos(n - Arccos(z)) - 5 +sin(n - Arccos(z)) -

1-u Vi—a2

On en déduit que, pour tout x €] — 1, +1],

(1 — 2T} (x) — 2T, (x) + n*Ty(z) = 0 (€n)
Partie B - un produit scalaire
+1

1
—1 \/1—.132

x le sont.

dr et

+1 1
/0 V1—a2

4) L’intégrale dx est convergente si, et seulement si, les deux intégrales

=1
—1 1—9;‘2



@ 1
: /0 ﬁdaj = [Arcsin(z)]; = Arcsin(a) v g D’ou la

premiere intégrale est convergente et, de méme, la deuxieme.

1 1 1
DEUXIEME METHODE : = /
V1—a? \/(lfa:)(lJrz) NS f\/l—x V1i—z
d’apres le critere de Riemann en 0 (avec o = 5) D’ol1 la premiere intégrale est convergente et, de méme,
la deuxieme.

PREMIERE METHODE. Soit a € [0,1]

———dx converge

5) La fonction z — P(x)Q(z) est continue sur le segment [—1,+1], elle y est donc bornée. Par suite, il

i g | P@)Q(x) 1
existe un réel M tel que : Vx € [—1,+1], [P(z)Q(x)| < M. Dot | ————| < M - ——
X q [ J, [P(2)Q(w)| T2 1.2

x €] — 1,+1[. D’apres la question précédente, I'intégrale (P | Q) est donc absolument convergente.

pour tout

6) On veut montrer que la forme (:|-) est bilinéaire, symétrique, définie positive :

+1 T T +1
S |(PlQ) =1 B do = 7] LDED 4z = (Q | P)

B | {(aP+ BQ|R) = a(P|R) + S(Q|R) par linéarité de I'intégrale. D’ot la linéarité & gauche de (-|-)

et la bilinéarité par symétrie.

P |(PIP)= fjll \1/31%)2 dz > 0 car c’est I'intégrale d’une fonction positive.

D |Supposons que (P|P) = 0. Alors f“ \/P% dx = 0. Or la fonction x — 537‘?2 est positive et

continue, d’ou Vz €] — 1, +1[, P(x) = 0 d’apres le théoréme de l'intégrale nulle. Le polynéme P a donc
une infinité de racines, ce qui prouve que P = 0.

1 2n6 T 1 in(2nd) 1"

7) On linéarise : si n # 0, alors cos?(nf) = M, d’ou / cos®(nf)d = = |0 + sin(2nf) =

2 0 2 m |, 2
Et , si n =0, alors / cos?(nf) df = / 1df = .

0 0
T2 (2) . .

Or [|T,|| = /{(Tn|Th) et (T,|T},) = ———=— dx. Changeons de variable : x = cosf. La fonction

N
1 T2( Th(x) O T2(cos ) T
0 — cos@ étant de classe C', dx —2 ~ (—sinf)df = / cos?(nb) do car
V1—22 - \/1—c0520( ) 0 (n6)

V1 —cos20 = Vsin? § = |sinf| = sm@ pour tout 6 €]0, 7[.
Donc ||T,,|| = v/7/2 pour tout n € N*. Et ||To|| = /7.

Partie C - un endomorphisme

8) D’une part, ¢ est linéaire car, pour tous a, § dans R et P, @ dans R,[X],

plaP+BQ) = X(aP'+BQ") — (1 X*)(aP" +5Q")
= a[XP -(1-X*)P'|+B[XQ - (1-X?)Q"]
= ap(P)+p(Q).

D’autre part, pour chaque k > 2, o(X*) = XkX* 1 — (1 - X2)k(k — 1) X% 2 = k2X* — k(k — 1)XF2,
De plus ¢(1) = 0 et o(X) = X. Par suite, Yk < n, p(X*) € R,[X]. D’ou R,[X] est stable par (.



10)

11)

Donc ¢ est un endomorphisme de R, [X].

De la question 3, il résulte que tous les réels de ] — 1, +1[ sont des racines du polynéme (1 — X?)T} —
XT} + k*T. Ce polynome est donc nul car il posséde une infinité de racines. On vient de montrer que
(1 - X)T] — XT] + k*T), = 0. Do XT} — (1 — X*)T}' = k*T}, autrement dit : p(T}) = k*T. Le
polynéme T}, n’étant pas nul, c’est un vecteur propre de ¢ associé & la valeur propre k2.

Le spectre de ¢ est {k?,k € [0,n]}. Son cardinal est n + 1 = dimR,,[X], donc 'endomorphisme ¢ est
diagonalisable.

Soient P et @ deux polynémes de R[X] :

+1 +1
WP Q= [P @) - 1= @) Q) g de = [ @)

ott les deux fonctions u : x + —P’(z)V/1 —22 et v : x — Q(x) sont de classe C! sur | — 1,+1[. D’oll, en
intégrant par parties :

+1 +1

w(x)v' (z)dz =0+ / P'(2)Q ()1 — 22 dx.

-1

@P) ] Q) = lu(pi@) '] - [

—1

+1
Par suite (p(Q) | P) = Q' (z)P'(z)V1 — 22 dx est égal & (p(P) | Q). Donc ¢ est un endomorphisme

autoadjoint.

Soit (j, k) € [0,n]?. Si j # k, alors les polynomes T} et T} sont des vecteurs propres de ¢ associés aux
valeurs propres distinctes j2 et k% d’apres la question 9. Or, d’apres le théoréme spectral, les sous-espaces
propres de I’endomorphisme autoadjoint ¢ sont deux & deux orthogonaux. Donc T; L Tj. Ceci est
valable pour tout n € N*. Donc les polynomes de Tchebychev sont orthogonaux deux a deux.

PROBLEME 2 (TIRE DE MINES-PONTS 2020 PC MATH 2)

Soient z >0 et f : ¢t — t* le™t,

L’intégrale I'(x) est impropre en 0 et en +oo. Elle converge si, et seulement si, les deux intégrales fol et

I ¢
. convergent.

e Soit ¢t €]0,1] : f(¢) ~., Tl = tl% qui ne change pas de signe. Or 1 —z < 1 car = > 0. Donc
t—0

lintégrale fol f(t) dt est convergente d’apres le critere de Riemann en 0.

e Soit t € [1,+oo[ : f(t) =t""Le t/2.e7t/2 = o(e™¥/?) quand t — +oo par croissances comparées. Or
+o00

| f(t)dt est convergente.

e~*/2 ne change pas de signe et f0+°c e~'/2 dt converge, donc l'intégrale

La fonction I' est donc bien définie sur ]0, +oo] et elle est & valeurs strictement positives  |car la fonc-

tion f est positive donc le réel T'(z) aussi par croissance de Uintégrale. Et I'(x) # 0 car, par I’absurde :
la fonction f est positive et continue, d’ou I'(z) =0 = f = 0, d’apres le théoreme de I'intégrale nulle.

Soit z > 0. Les fonctions u : t +— t% et v : t — —e ™" sont de classe C! et ['(z + 1) = O+°° u(t)v'(t) dt.

D’une part u(t)v(t) = —t“e~* — 0 par croissances comparées, d’autre part u(t)v(t) = —t%e™t ~
t—+o00 t—0+
1% = —e*"t 5 Qcarz > 0et lim Int = —co. D’ou 'intégrale f0+oo u'(t)v(t) dt est aussi convergente

t—0+ t—0+



et

+oo “+oo
Pz+1) = —/0 u' (t)v(t) dt = :17/0 t*“le7tdt = aT'(x).

On remarque que les coefficients a,, sont non nuls. A Taide de la question 2, si x # 0, alors

n+1

Ap 41T I'n+a+2) n! n+a+1

= —
(n+1)! F(n—l—oz—&—l)‘x| ntl S

anpxT"

D’apres la regle de d’Alembert, R=1.

Soit x €] — 1,1] :

(n+a+1 /+°° grT—
Z =y et ) Z t
n=0
Posons, pour tous n € N et ¢ €]0, +00], f,(t) = %t""‘“e‘t. On utilise le théoréeme d’intégration terme a
terme sur un intervalle quelconque :

e chaque fonction f, est cpm et intégrable.

e la série de fonctions > f,, converge simplement. En effet, f,,(t) = e_tta% et la série numérique
oo
n xt
> (Z:,) est convergente, de somme Z — = e”t. Donc la série numérique > f,,(t) est convergente
: n!
n=0
et sa somme est S(t Z fol(t) = e 1™ = t*e~ (172t Cette fonction S est cpm
n=0

e la série numérique Y f0+°o | fn(t)| est convergente. En effet, les f,, étant positives, il s’agit de la
série Y a,x™, qui est absolument convergente puisque |z| < 1.

Donc la fonction S est intégrable sur ]0, +o00[ et

oo +oo +oo © o0
> ana” Z/ t)dt = / > falt)dt = / tee (=2t gy
n=0 0 n=0 0

Enfin I'application ¢ + (1 — z)t est strictement croissante (car x €] — 1,1]) et de classe C'. Do, avec le
changement de variable u = (1 — z)t :

+oo +oo @ +o0
1 1
/ tre= (-0t gy — / Y e v du = 7/ u®e” " du.
0 0 1—x 11—z (1 —z)otl J,

(a+1)
- x)a—i—l :

Ainsi, | pour tout z €] — 1, 1], Z anT

E,, est une partie de I'ev C([0, 4+o00[,R) et contient Papplication nulle
Soit (f,g) € EZ : pour tout z > 0, (Af + g)*(z) = X f(2)* + g()* + 2Af(2)g(2).

Or |z*e™" f(z)g(z)] < 2a%e ™ f(x)?+52% e~ g(x)?. Les intégrales f0+°o e f(z)? dz et f0+°o x%e " g(v)% dx

étant convergentes, 'intégrale f0+°o z¥e™? f(z)g(x) dx est absolument convergente. Par conséquent,

A +g€ E,. Ainsi| E, est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel C([0, +oo[, R).




6) On a prouvé a la question précédente que 'application (f, g) — (f, g) est bien définie sur E, x E,,. Elle est

symétrique et bilinéaire. Elle est aussi positive car, pour tout f € E,, (f, f) = 0+Oo %% f(x)2dx >0

car z% % f(x)% > 0 pour

Supposons (f, f) = 0. La

tout = > 0.

fonction z — x%e~% f(z)? est continue et positive sur ]0, +oo[, donc elle est

nulle sur |0, +o00[. Or z%e~* # 0 pour pout & > 0. Par conséquent f est nulle sur |0, +oo[. Et aussi en 0

car f est continue. Ainsi

{-,+) est un produit scalaire sur F,.

FE, étant un espace vectoriel, il suffit de montrer qu’il contient la fonction x — z™ pour chaque n € N.

T

C’est le cas car z%e¢ %z

m = 9 (e*z/z), la fonction z +— e~ */2

ne change pas de signe et.sen
Tr——+00

intégrale converge. Donc

Sois n € N. Posons, pour
C* sur |0, +oo[, utilisons

Pour tout k € [0,n] :
u® (z)

Par récurrence sur k € [0

FE,, contient les fonctions polynomiales.

tottt > 0 : u(x) Zphta e U(xi) = e, Les fonctions u et v étant de classe
la formule de Leibniz. En tout z > 0,

(n)(2) — ~ (7 w® ()™ F) ().
A =3 (et )

k—1
= H(n —j+a) | av R et TR (2) = (—1)" ke,
=0
;n],
k—1
) F'n+1+a)
jl;[()(n_j+a) CIn—k+1+a)

D’ol l'on déduit que, pour tout n € N et tout = > 0 :

n

k=0

dnle) = (-

aee (M Tn+1l+4a) 0 n\I(n+1+ )
2 k(k)F(n—kJrHa)x k_kz_o(_l)k(k>r(k+1+a)xk'

Soit n € N* et k € [0,n — 1].

En procédant comme a la question précédente, en = > 0 :

k
—7 k I'(n+1+a n—j+a,_ —x o —x
o) = 3o (5 L gnotegms — gl (o)

Jj=0

ou

jJT(n—j+a+1)

r (kN Tn+l+a) , .
T) = g —1)k—d I
) = 2 (j>F(n—j+a+l)

La fonction 7, ; est polynomiale et oo +1 > 0, d’ou :

lim o®) (z) = 0.

z—0t




10)

11)

(k) —_z . , . .
Pn %{) =z%tle 2, k(xr) — 0 par croissances comparées. Ainsi :
€

Enfin, 7, ; étant polynomiale,
r—+o0

pM(x)= o (e77).

T—+00
400 “+o0
(Y, thn) = / 2% ey ()a e ) (x) d = Y (@) (z) du.
0 0
Montrons, par récurrence sur k € [0, n], la propriété Py, :
+oo —+oo
L’intégrale Y ()"0 (1) dx converge et (Yo, ) = (fl)k/ V) ()"0 () dex.
0 0

Py vient d’étre établie.
Soit k € [0,n — 1] tel que Py soit vraie et intégrons par parties.

Les fonctions 1(®) et gosln_k_l) sont de classe C! sur ]0, +00o] et le terme en crochets est nul d’apres la

question précédente. Par conséquent, I'intégrale f0+°° qp(k‘kl)(gc)cpg,"*k*l)(x) dz converge et :

(Ym, ) = (—Uk/%o W (@)l (@) de = (1) /mo VY (@)l T (@) da.

0 0

Py 1 est donc vraie.

Ainsi P, est vraie pour tout k € [0,n]. En particulier :

—+oo

(Vm, Pn) = (=1)" V) (2) o (z) da.

0

Soit enfin (m,n) € N2 tel que m # n. Quitte & utiliser la symétrie du produit scalaire, on peut
supposer m < n. Dans ce cas, ¥, étant polynomiale de degré m, 77/17(7? ) est nulle et (Y, ¥r) = 0. Donc

la famille (1, )nen est orthogonale.

Soit n € N. D’apres la question précédente, [|1),[|2 = (—1)" 0+Oo ) (x)pn(x) dz. La fonction 1, est

polynomiale de degré n, de coefficient dominant (—1)". Par suite, pour tout = > 0 : wﬁ[‘) (z) = (=1)"nl.
Donc

+oo
nll2 = (—1)2%!/ 2T gy = il (n 4 a4+ 1),
0




