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D.S. N°9 DE MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures.

Cet énoncé contient deux problémes.

l N
/ /(0 PROBLEME 1

z ") Partie A - les polynomes de Tchebychev

Soit (T )nen la suite des polynomes de Tchebychev définie par
To=1 , Th =X et VneN, Thio=2XT,1 —T,.
.1{;_/ 1) Montrer que, pour chaque n € N et pour tout 6 € R, Toikledhom A
T, (cos 6) = cos(nf). ¥iy VALK oif
=% 2) Montrer que, pour tout réel z € [—1,+41], T,,(x) = cos(n - Arccos(x)).
..+ 3) En déduire que, pour tout x €] — 1, +1],
(1 — 2T (x) — 2T} (x) + n*T,(x) =0 (En)

6 Partie B - un produit scalaire

Pour tous polynomes P et @ a coefficients réels, on pose

+1 1
#1Q) = [ P@Q@) = dn

+1

1 4) Montrer que I'intégrale . \/1%7902 dz est convergente.

A/ 5) En déduire, pour tous polynémes P et @ dans R[X], la convergence de l’mtegrale (P L

J_"\ 6) Démontrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X]. 8ne o5 - Bbr L "'-b"‘x"- Lol
2,4 7) On note || - || la norme associée a ce produit scalaire. ""’L dereed”

Pour chaque n € N, calculer / cos (n&) df et en déduire ||T), H
0

. . Lo M
1 \ Partie C - un endomorphisme 2’ e

d T' Aiwmzd 4,4
Soient n € N et 'application ¢ définie par

o(P)=XP —(1-X*P"

pour tout polynoéme P € R, [X].

1 . - 'd
A 8) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X]. Ll ot “fl-U{»-L . L¥]osf
79) Soit k € [0,n]. Montrer ue Ty est un vecteur progre de . L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
/ %\ ’-Pl—k)-n ’k b e 0 B L e e 1 +1 A
1,4 10) Montrer que, pour tous polynémes P et Q dans R[X], (p(P) | Q) = (2)Q (2)V1 — 22dx. 7
-1

Qu’en déduire sur ’endomorphisme ¢ ? ol
4 11) Montrer que la suite (T},)nen des polynomes de Tchebychev est une famille orthogonale.



A % PROBLEME 2 (TIRE DE MINES-PONTS 2020 PC MATH 2)

Pour tout réel x strictement positif, on pose

+oo
I(z) = / t* e tdt.
0

p] -+ oo
7> 1) Montrer que la fonction I' est bien définie et qu’elle est a valeurs strictement positives. ﬁr, ev A QJ. af A

/A 2) Montrer que I'(x + 1) = 2T'(z) pour tout z > 0.
'n+a+1)

Soit « un réel strictement supérieur 3 —1. Pour tout n € N, on pose a,, = —_—
n:

A 3) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere > anz™.
; 4) En utilisant un théoréme d’intégration terme & terme, montrer que

0o F(Oz—l—l)‘T t‘&m cvSaf w'dt:_ Y- L'r)‘{
" = ———— tout = €] — R, R|. ~
2 = gy PO SR AL

Dans la suite, on fixe un réel o > —1, et on note E,, I'ensemble des fonctions continues f : [0, +co[— R telles que
+oo

I'intégrale / x%e " f(x)?dx est convergente.
0

/1 ' 5) Montrer que E, est un espace vectoriel.
£

6) Pour tout (f,g) € E2, on pose :
A ’ a .
" HSP en e

o0 B
(f9) = / we ()g(e)dn. > Hro \Hzeos Rlok 6

Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur E,. § oA g -k"'-"'c‘/ "
L 7) Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, +-o0c[ est élément de E,. ~° ' o \
Pour tout entier naturel n, on définit les fonctions :
on )0, +o0[—= R, x> 2" et U 110, +00[—= R, z— 2 %o (z)

ou la notation Lp%n) désigne la dérivée d'ordre n de ¢,, (avec la convention (p(()o) = o).

/, 8) Montrer que, pour tout n € N et tout z >0 :
- n\I'n+1+ )
w(@) =) (DR ) o2t
Yn() kzzo( ) <k:>F(k—|—1+a)x

Dans la suite, on identifie ¢, & son unique prolongement continu a [0, +00], qui est une fonction polynomiale sur
[0, 4+o00[. Cela permet de considérer 1,, comme un élement de FE,, ce qu'on fera désormais.

/1 9) Soit n un entier > 1. Pour tout entier k € [0,n — 1], établir que

go?(lk) (x) — 0 quand z tend vers 0 par valeurs strictement positives, <

et que (
‘Pq(mk)(!ﬂ) = 0(6776/2) quand z — +oo. ;1

L 10) Soit m et n deux entiers naturels. Montrer que
+oo
mstn) = (1" [ D @pn(a)do.
0

. En déduire que la famille (1, ),en est orthogonale pour le produit scalaire (.,.). 1
#\5 11) Montrer que, pour tout n € N, (¢, ¢,,) = nll'(n + o+ 1).



