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T h è m e no 4
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Soient n ∈ N∗, Z =

1...
1

 ∈ Mn1(R), J = ZZT ∈ Mnn(R) et P = In− 1
nJ ∈

Mnn(R). On munit Mn1(R) du produit scalaire ⟨X,Y ⟩ = XTY et Mnn(R)
du produit scalaire (M | N) = Tr(MTN).

1. Soit π l’endomorphisme de Mn1(R) représenté dans la base canonique par
la matrice P .

(a) Montrer que π est un projecteur.

(b) Montrer que Vect(Z) ⊂ Ker(π) et Vect(Z)⊥ ⊂ Im(π).

En déduire le noyau et l’image de π.

Le projecteur π est-il une projection orthogonale ?

2. On considère l’endomorphisme Φ de Mnn(R) défini par :

∀M ∈ Mnn(R), Φ(M) = PMP.

(a) Montrer que Φ est un projecteur.

(b) Montrer que Φ est un endomorphisme autoadjoint.

Est-ce une projection orthogonale ?

(c) Montrer que :

Im(Φ) = {M ∈ Mnn(R) | MZ = MTZ = 0}.

1. (a) J2 = (ZtZ)(ZtZ) = Z(tZZ)tZ = nZtZ = nJ , d’où :

P 2 = In +
1

n2
J2 −

2

n
J = In −

1

n
J = P

Donc π est un projecteur.

(b) Pour tout vecteur X orthogonal à Z,

PX = X −
1

n
ZtZX = X,

d’où Vect(Z)⊥ ⊂ Im(π). Et

PZ = Z −
1

n
ZtZZ = 0,

donc Vect(Z) ⊂ Ker(π). De plus, Vect(Z) et Vect(Z)⊥ étant supplémentaires, la
somme de leurs dimensions vaut n. D’après le théorème du rang, la somme des
dimensions du noyau et de l’image vaut aussi n. Donc

Im(π) = Vect(Z)⊥ et Ker(π) = Vect(Z).

Le projecteur π projette sur son image parallèlement à son noyau. Or ce noyau et
cette image sont des sev orthogonaux, donc π est une projection orthogonale.

2. (a) Pour tout M ∈ Mnn(R),

Φ(Φ(M)) = PΦ(M)P = P 2MP 2 = PMP = Φ(M)

car P 2 = P . Donc Φ est un projecteur.

(b)

∀M,N, (Φ(M)|N) = Tr(tP tMtPN) = Tr(P tMPN) = Tr(tMPNP ) = (M |Φ(N))

(on a utilisé les propriétés Tr(AB) = Tr(BA) et tP = P ). Donc Φ est un endo-
morphisme autoadjoint.

Le noyau et l’image d’un endomorphisme autoadjoint sont orthogonaux � XII.13.
En effet, si A ∈ Ker(Φ) et B ∈ Im(Φ), alors il existe une matrice M telle que
B = Φ(M), d’où (A|B) = (A|Φ(M)) = (Φ(A)|M) = 0.

Le projecteur Φ projette sur son image parallèlement à son noyau. Or ce noyau et
cette image sont des sev orthogonaux, donc Φ est une projection orthogonale.

(c) Procédons par double inclusion :

— Supposons que M ∈ Im(Φ). Alors PMP = M car Φ est un projecteur, donc{
MZ = PMPZ = PM0 = 0
tMZ = tP tMtPZ = P tMPZ = P tM0 = 0

.

— Soit une matrice M ∈ Mnn(R) telle que MZ = tMZ = 0. Alors

Φ(M)Z = PMPZ = 0 = MZ,

d’où : ∀X ∈ Vect(Z), Φ(M)X = MX.

Par ailleurs, ⟨MX,Z⟩ = ⟨X, tMZ⟩ = 0, d’où MX ∈ Vect(Z)⊥. Parce que π
agit comme l’identité sur Vect(Z)⊥ d’après 1b, on a aussi :

∀X ∈ Vect(Z)⊥, Φ(M)X = PMPX = PMX = MX.

Or Vect(Z) et Vect(Z)⊥ sont supplémentaires. On en déduit que MX =
Φ(M)X pour tout vecteur X, d’où Φ(M) = M , donc M ∈ Im(Φ).

On a ainsi montré que :

Im(Φ) = {M ∈ Mn(R) | MZ = tMZ = 0}.


