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Exercice 1. Soit f une fonction de classe C! et strictement croissante telle que f([1,+o0o[) = [1, +oo[. Montrer

que les intégrales T = 1+°O T dt et J = f+oo I ) 4z sont de méme nature.

Les hypotheses sur la fonction f garantissent I’existence et la continuité de sa réciprique f~1.

Par le CDV z = f(t) qui est bien de classe C! et strictement croissant par hypothese les intégrales J = f+°° i ( ) dz et

f fQ(t)f t) dt sont de méme nature (x). Soit T" € [1, +oo] : apres IPP, /1 Z0) F@)dt= [f(t)i| / — dt (k).

=G(T) :—F(T) —H(T)

Les fonctions G et H sont croissantes (car f et f~! sont positives) et ont donc une limite en 4+oo d’aprés le théoreme de la
limite monotone et, par suite, la fonction F aussi car F = H — G.

Ou bien 3¢ € R, F(T) T—J: ¢ : alors l'intégrale I est de méme nature que l'intégrale K d’aprés (**), donc de méme nature
—+0o0

que intégrale J d’apres ().

-1 -1 -1
Ou bien F(T) joo 400 : alors f(j;) = me ono +o00. D’olt Azg, Vz > 20, fT(:C) > 1, ce qui implique £ avz(ac) > %
-1
Dot flx fT(I) dx X:OO +o0. D’apres (x), lintégrale K diverge, d’ou G(T' fl f2(t)f (t) dt —+>oo +oo et, d’aprés (*x),

H(T) T—+) 400, d’ou lintégrale I diverge. Les intégrales I et J sont donc de méme nature.
— 400

L'exercice ci-dessous est une version discréte du précédent. Pour le résoudre, on recourt a |'analogue discret de
I'IPP, la transformation d'Abel > Kdo du 14/01/2026 & oral blanc n° 74 RMS 2012 328 X ESPCI PC.

Exercice 2. Soit f une fonction continue et strictement croissante telle que f([1,+oo[) = [1,+oo[. Montrer

—1
que les séries Y ﬁ et 21 nén) sont de méme nature.

=
Pour tout n € N*, £ 2(n) =25 ~un (% — L) (V) en posant un, = f~1(n).

n n+1
~ 1 1 g — up_q uy u
Apres transformation d’Abel, ug [ = — —— o et W e L
P > (k k+ 1) > 1 n+l
k=1 k=2 R
=Gn =Hp ==Fn

Lss suites (Gn) et (Hy) sont croissantes (car la suite (uy ) est positive) et ont donc une limite d’apreés le théoreme de la limite
monotone; la suite (Fy) aussi car Fy, = Hy, — Gy, (VQ).

(D)

— Dans un premier temps, mq la suite (Hy) et la série fT sont de méme nature.

Ou bien 3¢ € R, F, 2 £ : alors la suite (Hy) est de méme nature que la série Y ug (% - %H) d’apres (VQ0), donc de
n—r

- (n> d’apres ’équivalence (©) de suites positives.

méme nature que la série Y

—1 —1 —1
Ou bien Fy, H +o0 : alors =L 0, +o00. D’ot Ing, Vn > no, fn+(1") > 1, ce qui implique f ( ) > % D’ou
n—r

n+1 n+l 55
la série > fié) diverge. D’apres I’équivalence (©), il en est de méme de la série > un, (l — ) dou G, — 400
n n n+1 n—oo
et, d’apres (V0), H, — +o0.
n—r oo

— Dans un second temps, mq la suite (H,) est de méme nature que la série > ﬁ La fonction % étant continue

et décroissante, la série Z—f(1> et de méme nature que l’intégrale f1+ (t) dt. Or 0 < uk_:k’I = ukﬂ:::;l =
U dt U s 1902 ~ Up—Uk—1
wp 1 Flun) < Jup f(t) dt car la fonction f est croissante. D’oti la suite (Hp) cv si I'intégrale cv. De méme, ——==+
U —Up—1 _ Up—Ukp_—1 _ rup dt U dt . 79 ,
= ey = fwa T 2 fuk— 7y dt- D’ott la suite (Hp) dv si l'intégrale dv.

—1
— Les séries Y ﬁ et Y f nz,(n) sont donc de méme nature.




