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Exercice 1. Soit f une fonction de classe C! et strictement croissante telle que f([1,+oo[) = [1, +oo[. Montrer
que les intégrales [ = [+ (t) dt et J = f+oo L

1

Les hypothéses sur la fonction f garantissent Iexistence et la continuité de sa réciproque f—1.

—1
Par le CDV x = f(t) qui est bien de classe C! et strictement croissant par hypothese, les intégrales J = f+°° w dx et

t o, T
Fagy ()t = lﬂgﬁ+[u](w)

=G(T) =H(T)

T
f fQ(t) f'(t) dt sont de méme nature (*). Soit T' € [1,4o00[ : aprés IPP, /
1

Les fonctions G et H sont croissantes (car f et f~! sont positives) et ont donc une limite en +o0o d’aprés le théoreme de la
limite monotone.

Si lintégrale J converge, alors l'intégrale K aussi d’aprés (x) et montrons que lintégrale I aussi. Par 1’absurde : si
e . T _ N
I'intégrale I diverge, alors T T X

(I)
1 2

1 -1
T, oo Do 3zo, Vo > a0, L5 > 1, ce qui implique % > 1. Dlon

dr —> 400, ce qui est absurde car I'intégrale K converge.
X =40

Si I'intégrale I converge, alors montrons que l'intégrale J aussi : la fonction G est majorée par I — ﬁ d’apres (#*), ce qui

rend finie Tlir-E G(T), d’ou l'intégrale K converge et donc l'intégrale J aussi d’apres (x).
oo

L'exercice ci-dessous est une version discrete du précédent. Pour le résoudre, on recourt a |'analogue discret de
I'IPP, la transformation d'Abel > Kdo du 14/01/2026 & oral blanc n° 74 RMS 2012 328 X ESPCI PC.

Exercice 2. Soit f une fonction continue et strictement croissante telle que f([1,+oo[) = [1,+oo[. Montrer

—1
que les séries ) ﬁ et > ! nz(") sont de méme nature.

-1
Pour tout n € N*| f nz(n) = Z—g ~ Up (% - ﬁ) () en posant un, = f~1(n).

" 1 " Up — Ug—1 Uk 1 Ul Un
Apres t fi tion d’Abel, E E — = Q0
preés transformation e 2 U ( [ 1) 2 1 —y ( ).

=G, =Hp,

Lss suites (Gn) et (Hp) sont croissantes (car la suite (uy,) est positive) et ont donc une limite d’apres le théoréme de la limite
monotone.

—'(n)

Supposons que la série Y fT L

converge, alors la série Y un <; - ﬁ) aussi d’apres (O) et montrons que la série

S ﬁ aussi. Par I’absurde : si la série ) ﬁ diverge, alors l'intégrale f1+ f(t) dt aussi car, la fonction 1 7 étant continue

U — Uk —1 U —Up—1 _ U —Ukp_—1
o dt Or = =y
[ __dt s f“’c dt_dt. D’oit la suite (Hp) dv, donc nu_;‘l — 400 d’apres (VQ). D’olt Ing, Vn > no, “T{L > 1, ce qui

et décroissante, la série Y ﬁ et de méme nature que l'intégrale f1+

ug—1 f(uk 1) = Jug_1 F&)
. . (n) 1 B £ (n)
1mphque > =, d’ou la série Y diverge, ce qui est absurde.
4t 1 +oo U —Ug—1 _ Up—Uk—1 __ [rug dt U dt
Supposons que la série > Femy converge, alors f1 f(t) dt aussi. Or 0 < = = . = Jun_y Fun < w1 FO dt
u
car la fonction f est croissante. D’ou la suite (Hy) cv, donc la suite (Gj) est majorée par lim H, + Tl d’apres (VQ), ce qui
n—o0
-1
rend finie lim Gy. Donc la série S 2(") converge d’apres (©).
n— 00 n



