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CORRIGE DU TEST DE MATHEMATIQUES

Exercice 1 (fonctions, polynémes).

1
2

Enoncer le théoréme de Rolle.
Soient un réel a et une fonction f continue sur [a, +0o[ et dérivable sur |a, +oo[. On pose

g(x)f<a+3131>

pour tout = €]0, 1]. Montrer que la fonction g est bien définie, qu’elle est dérivable et déterminer sa
dérivée.

On suppose que la fonction f s’annule en a et tend vers 0 en +oco. Montrer que la fonction g est
prolongeable par continuité en 0. Que vaut alors g(0) ?

En déduire qu’il existe un réel b €la, +oo tel que f/(b) = 0.

Soit P un polynéme de R[X]. Montrer que la fonction f : z — P(z)e™" est dérivable sur R et déterminer
sa dérivée.

En déduire que : si le polynéme P — P’ n’a pas de racine réelle, alors le polynéme P non plus.

Soit ¢ une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. Si ¢(0) = ¢(1) = 0, alors e €]0, 1[, ¢’(c) = 0.

. Pour tout z €]0,1], a + % — 1 €]0, 1], ce qui rend la fonction g bien définie. Cette fonction g est la composée f o h des

1 1
fonctions dérivables f et h : ©+ a + % — 1, elle est donc dérivable et Vz €]0,1][, ¢’(z) = - f! (a + - - 1).

T T
liTg = Em f =0 ce qui rend continue en 0 la fonction g si on pose 0 = g(0).
0 oo
La fonction g prolongée est d’une part continue sur [0, 1], d’autre part dérivable sur ]0,1[. Or g(0) = g(1) = 0. D’apres le
théoreme de Rolle, il existe donc ¢ €]0, 1] tel que g’(c) =0, d’ott f/ (a+ 1 —1) = 0. Le réel b =a+ L — 1 vérifie b > a et
£'(b) =o.
La fonction f est dérivable et Vo € R, f/(z) = P'(z)e™% 4+ P(z) (—e™%) = [P'(z) — P(z)] - e car f est le produit de
deux fonctions dérivables.
En contraposant : supposons que le polynéme P posséde une racine réelle a. Alors la fonction f: z +— P(z)e™% s’annule

en a. Or elle tend vers 0 en +oo par croissances comparées, donc il existe b > a tel que f’(b) = 0 d’aprés la question 4.
D’ott [P’(b) — P(b)] -e~® = 0. Or e~? # 0. Donc P’(b) — P(b) = 0.

Exercice 2 (intégrales, suites & séries). Soient, pour tout réel ¢ € [1,400[ et tout entier n € N*,

BT ol

t (n+1)m .
f(t) = m et Up = /nﬂ- f(t) sint dt.

Etudier le sens de variation de la fonction f.

Montrer que, pour tout n € N*, u, = (—=1)" [ f(¢ + n) sin(t) dt.

Etudier le signe de || — |tni1].
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Montrer que |uy| ~ —.
n

Quelles sont les natures des séries Y |un| et > uy, ?




. La fonction f est dérivable sur [1,+oo[. Elle est décroissante car

24t+1-t(2t+1) —t2+1

vt € [1, oo, f'(t) = @rir02 @it S

. Pour tout n € N*, le changement de variable t = u 4+ n7 (qui est bien de classe Cl) montre que

(n+1)m o
Uy = / ft)sintdt = / f(u+ nm)sin(u + nr) du
n 0

™

Or sin(u + nw) = (—1)"sinu, d’on

wn = (—1)" /Oﬁ F(t + nr) sin(t) d.

. Comme la fonction f est positive et comme la fonction sinus est positive sur [0, 7], |un| = [ f(t + nw)sintdt.

Dot Jun| — Junti| = [fg [f(t+nm) — f(t+ (n + 1)7)]sin(t) dt.
Or la fonction f est décroissante, d’out [f(t + n7w) — f(t + (n + 1)m)] > 0, donc |un| — |upt1] > 0.

. Soit n € N* : |up| = [ f(t 4+ nm)sintdt et la fonction f est décroissante, d’ou

s s s Ky
2f((n+1)7) = f((n+ 1)7r)/ sint dt :/ F((n+ 1)m)sint dt < Jun| < / F(n)sint dt = f('mr)/ sintdt = 2f(nr)
0 0 0 0
2
D’ou, en divisant par — qui est strictement positif,
nmw

nrf((n+ 1)7) < 5 < nrf(nn)

nm

|un|
2

Or nrf(nm) et nmf((n + 1)m) tendent vers 1 d’aprés I'expression de f, d’ou % tend vers 1 d’apres le théoreme des

2
gendarmes. Donc |up| ~ —.
nw

nm

. D’une part, |un| ~ — qui ne change pas de signe et la série > % diverge, donc la série > |up| diverge aussi.
nm

D’autre part, un = (—1)"|un| et la suite (Jun|) tend vers 0 (d’aprés son équivalent trouvé a la question 4) en décroissant
(d’apres la question 3), donc la série > upn converge d’apres le théoréme des séries alternées.

Exercice 3 (algebre linéaire).

Soit F un R—espace vectoriel de dimension finie. Soient f et g deux symétries, i.e. deux endomorphismes
de F tels que

f?=idp =g

On note A P’ensemble des vecteurs tels que f(z) = z et B ’ensemble des vecteurs tels que f(z) = —z.

= W

Justifier que A est un sous-espace vectoriel de F. (On admettra qu’il en de méme pour B.)
Justifier que A @® B = E. (Un théoréme du cours, clairement énoncé, devrait suffire.)
Justifier que dim g(A) = dim A. (On admettra que, de méme, dim g(B) = dim B.)

On suppose que les symétries f et g anticommutent, i.e.

feg=—gof.

Soient deux vecteurs a € A et b € B. Montrer que g(a) € B et que g(b) € A.

Soient n = dim A et (eq,--- ,e,) une base de A. Montrer que (g(e1),--- ,g(en)) est une base de B.
Soit C = (e1,- -+ ,en,g(e1), -+, g(en)). Justifier que C est une base de E.

Ecrire les matrices de f et de g dans la base C.

Soitz € E:x €A < f(z) =2z <= (f—idg)(z) =0 <= =z € Ker(f —idg). Or tout noyau est un sev (d’apres le
cours), donc A est un sev de l'ev E.

AUTRE METHODE — Le vecteur nul Oz appartient &4 A car f(0g) = O par linéarité de f. Soient (z,y) € A% et (o, ) € R? :
axr + Py € A car
flaz + By) = af(x)+ Bf(y) car f est linéaire
= ax+ By car (z,y) € A%

Ainsi la partie A de ’ev E contient le vecteur nul et est stable par combinaisons linéaires, c’est donc un sev de E.



. L’endomorphisme f est une symétrie, c’est (d’apres le cours) la symétrie par rapport au sev A = Ker(f —idg) parallélement
au sev B = Ker(f + idg) et ces sev A et B sont suppplémentaires.

. De go g =1idg, on tire que I'endomorphisme g est bijectif. Donc les sev A et g(A) ont la méme dimension.

. Soita€ A:

flgla)] = fog(a)=—go f(a) car f et g anticommutent
= —g(a) car f(a) = a par définition de A
Ainsi le vecteur y = g(a) vérifie f(y) = —y, il appartient donc au sev B.
De méme, soit b € B :
Fla®) = fog(t)=—gof()

—g(—b) car f(b) = —b par définition de B
9(b)

Ainsi le vecteur g(b) appartient au sev A.
. De la question 4, on tire que g(A) C B et g(B) C A, d’ou
dim g(A) < dim B et dim g(B) < dim A.
Depuis la question 3, on sait que
dimg(A) =dim A et dim g(B) = dim B.
D’out dim A < dim B et dim B < dim A, donc
dim B =dim A = n.

L’application linéaire g est bijective et la famille B = (e1, - ,en) est libre (car c’est une base de A), d’ou la famille
B’ = (g(e1), -+ ,g(en)) est aussi une famille libre du sev B (car g(A) C B). Et le cardinal n de B’ est égal & la dimension
de B. Donc B’ est une base de B.

. Les sev A et B sont supplémentaires d’aprés la question 2, la concaténation des bases B et B’ est donc une base de ’'ev E.

. Notons e;4, = g(e;) pour chaque i € [1,n]. Dans la base C = (e1,...,e2y), la matrice de f est
fler) fle2) -+ flen) flent1) flent2) -+ flezn)
e1 1
D) 1
: } (0)
€n 1 7 In 0
€n+4+1 -1 - 0 7177,
en42 -1
: (0)
€2n —1
car Vi € [1,n], f(e;) =e; et f(eitn) = —€itn- Les égalités ent1 = g(e1),...,ean = g(en) donnent g(en+1) = g2(e1) =
e1,...,9(ean) = g?(en) = en car g2 = idg, donc la matrice de g dans la base C est
gler) gle2) --- glen) glen+1) glent2) -+ glean)
el 1
) 1
: (0) .
en 1 (0 I
€n+41 1 - In 0 ’
en+42 1
' (0)

ean 1



