Chapitre I Séries numériques
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I.1 LA NATURE D’UNE SUITE OU D’UNE SERIE

METHODE 1 — Comment montrer qu’'une suite ou une série converge ou diverge.

_-~majorée, alors uy cv.
O Si u,, est croissante et =4 )

-non majorée, alors u, — +oc.
t,, Croit

Si ¢ v, décroit ;

La suite u,, cvoudv? @ suites adjacentes

— uy, tend vers 0
alorq g, et v, cv vers une méme limite £

o et Vn, u, < { < wv,.
Ud&rn)eé

n = Un < Wy
Un et w, cv vers une meéme limite
alors wu,, cv vers la méme limite.

O Si la suite u, ne tend pas vers 0, alors la séric Y u,, dv.

o Siu, <wy,,alors: > v, cv = > u, cv.
o Siv, =O0(uy,), alors : Y u, cv = Y. v, cv.
Si uy, ~ v,, alors

©z o 5
La série 3 u, cvoudv? @—siu, >0—0 >, et Y v, sont de méme nature.

D:
A[embe g alors 3w, cv.
s si"”“—)@et/P<
>
T—. alors > uy dv.
o Comparer série et intégrale.

/° Si la série > |un| cv, alors la série Y u, cv.

o  Séries alternées.
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n

Soit S, = E uy la suite des sommes partielles d'une série y  u,,. Si cette série converge, alors, pour

k=0
chaque n e N :
o>
— la somme partielle S, est une valeur approchée de la somme exacte £ = Z Up ;
k=0
o0
— le reste R, = Z uy est bien défini et Vn € N, S, + R, = £.
k=n-+1
Et |R,| = |¢ — S,| est l'erreur. Cette erreur tend vers zéro car lim R, =¢— lim S, =¢—¢=0.
n—,oo n—,oo

1.2 COMPARER SERIE ET INTEGRALE

METHODE 2 — Soit f : [0, +0o[— R une fonction continue par morceauz et décroissante. Soit la suite
(ur)gen définie pour chaque k € N par : up = f(k). Pour chaque k € N,

k+1
Upy1 < / f(t) dt < uy.
k

Preuve — Pour tout ¢t € [k, k+ 1], f(k+1) < f(t) < f(k). Dot (croissance de l'intégrale) :

k41 k41 k41
wﬂsﬁ f@+DﬁSA f@ﬁéﬁ £(k) dt = uy.

et e e e e e e

|
Il
(]
el

1 1
EXERCICE 3 (La série harmonique) — Soit H, =1+ 5 +-+
n

Montrer que la série harmonique E — diwerge. Préciser ce résultat en démontrant que :
n

H, ~ Inn et H,—Inn — ~

n—oo n—oo

ot vy est un réel appelé la constante d’Euler. Autrement dit : H, =Inn+o(lnn) =Inn+ v+ o(1).

2



1.3. LES SERIES ALTERNEES

EXERCICE 4 — Montrer que :  In(n!) ~ nln(n).

PROPOSITION 5 (Critére de Riemann)

Soit un réel o :  la série E — converge si, et seulement si, o > 1.
n

Preuve — On compare série et intégrale :

— Si a =1, alors (comme dans 'exercice 3) In(n+1) < S, <1+ In(n),
d’ott In(n + 1) < Sy, or In(n +1) — +o0, donc S, diverge.
n—oo
— Sia#1, alors

1 1
1- e _
DT sy <14 —nt
a—1 a—1
An By

— Sia<1,alors A, — +o00, donc Sy, diverge.
n— oo
1
— Sia>1,alors Vn e N*, B, <1+ o d’ott la suite S5, est majorée,

or Sy, est croissante (car n% est positif), donc Sy, converge.

EXERCICE 6 — Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes ¢

1 sinn

n? +/n
1 1
Pree 25

gy — L 5y

ncos?(n)

LY

n2

(o]
1 1
EXERCICE 7 — Soit, pour chaque n € N*, le reste R, = Z = de la série convergente Z ol En

k=n+1
comparant série et intégrale, déterminer un équivalent de R,,.

1.3 LES SERIES ALTERNEES

THEOREME 8 (Théoréme des séries alternées)
Si une suite (u,,) tend vers zéro en décroissant a partir d'un certain rang ng, alors :
1. la série Y (—1)"u,, est convergente;
o0
k a . . .
2. la somme { = Z (—=1)"uy a le méme signe que son premier terme (—1)™0u,, et est encadrée par

k:’no
n

deux sommes partielles consécutives S, = Z (—1)kuk et Snp4+1 pour chaque n > ng;

k:’no
(o)

3. pour chaque n > nyg, le reste R, = Z (—1)*uy, a le méme signe que le premier terme négligé
k=n+1

(1), et |Rol < tpgr
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FIGURE 1.2 — LA CONVERGENCE D’UNE SERIE ALTERNEE
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EXERCICE 9 — On pose, pour tout n € N*, S, = Z Q =1 e L
k 3 n

1
L=t . )
que In2 — S, = / 121 dt. En déduire que la suite S,, converge et que
0

n

2 (i
Justifier l'existence de R,, = -
! 2

et déterminer la nature de la série Y R,.

1.4 LE CRITERE DE D’ALEMBERT

THEOREME 10 (Critére de d’Alembert)
Soit (u,) une suite strictement positive telle que

Lo
lim —L — .
uy,

1. Si £ < 1, alors la série Y u,, converge.
2. Si ¢ >1, alors la série > u, diverge (grossierement).

Preuve — On va comparer la série > up & une série géométrique > A™ :

1. Si *ntl __, ¢ < 1, alors il existe un réel A < 1 tel que : < ) & partir d’un certain rang N.
n—oo

Un 41
Un, Un,

D’ou, pour tout n > N :

unN Un—1

< unA~Noam

Or la série 3 A™ converge car A < 1. D’oit la série uy A~ 37 A" converge, donc la série 3 u, converge aussi.

Untl __y ¢ > 1, alors il existe un réel A > 1 tel que : % > X a partir d’'un certain rang N.

Un  n—oo

2. De méme, si
D’oll, pour tout n > N, up > un A~ - A qui ne tend pas vers 0 car A > 1. Donc la série > un diverge grossierement.
O

REMARQUE 11 — Si ¢ =1, alors le critére ne permet pas de conclure (en effet Z% diverge tandis que

1> converge).



1.5. SOMMER LES ~, o, O

EXERCICE 12 — Pour quelles valeurs du réel x les séries

n

n
POE D Bt

convergent-elles ¢ Nous verrons au chapitre « Séries enticres » que, pour tout x € R (et méme x € C),

T 3

2z 2
S =ltrt S+t =e
n=0

nl 2! 3!

I.5 SOMMER LES ~, o, O

LEMME 13
Soient (uy,) et (v,) deux suites. On suppose que la suite (v,,) est positive.
+oo +oo
1. Si Y v, converge et u, = O(vy,), alors 3 u, converge absolument et Z up =0 Z Up
p=n+1 p=n+1

n n
2. Si Y v, diverge et u, = O(vy,), alors Zup =0 Z’up
p=0 p=0
3. De méme en remplacant O par o ou par ~.

Preuve —

1. Si un = O(vy,) alors il existe un rang ng et une constante K tels que Vn > ng, |un| < K|vn|. De plus, la suite (vn)
est positive, d’olt |un| < Kvy. Or la série > vy, converge, d’out > |un| converge aussi, donc la série > u, converge

absolument. Les restes
—+o0 —+oc
A ST

p=n+1 p=n+1
“+oco
sont donc définis. De |urn| < Kvy, on déduit que ’ﬁn‘ < Z Jup| < K\7n a partir du rang ng, donc ﬁn = O(YA/n)
p=n+1
n n
. On utilise le méme ng et on note les sommes partielles U, = Z up et Vi, = Z vp. La suite Vi, tend vers o0, d’olt
p=0 p=0

il existe un rang n1 > ng tel que  Vn > nq, \Un0| < KVjy.

D’out Vn > n1, |Un| = |Ung + (Un — Ung)| < |Ung| + |Un — Ung| < [Ungl + K(Viy — Vi) < 2KVy,. Donc Up = O(Vy).
. Si un = o(vn), alors on remplace la constante K ci-dessus par €, pour tout € > 0.

On remarque que up ~ vn, <= up — Unp = 0(vn) et on utilise la propriété déja démontrée pour les o.

O
Le théoréme suivant est juste un cas particulier du lemme précédent :
THEOREME 14
Soient (uy,) et (vy,) deux suites positives et équivalentes :
— ou bien leurs séries divergent et leurs sommes partielles sont équivalentes;;
— ou bien leurs séries convergent et leurs restes sont équivalents.
EXERCICE 15 —
. . . 1 1 1 L. 1
1. Montrer, en appliquant le théoreme auz deuz suites up, = — et v, = —— — —, que la série Z —
n n—1 n n

. 1 . . .
converge et que son reste est équivalent a —. (On avait déja obtenu ces résultats a ’exercice 7 en
n

comparant série et intégrale.)
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1
2. Montrer, en appliquant le théoréme auzx deur suites u, = — et v, =In(n) —In(n — 1), que la série
n

1
Z — diverge et que ses sommes partielles sont équivalentes d In(n). (On a déja obtenu ces résultats
n

a Vexercice 3 en comparant série et intégrale.)

COROLLAIRE 16 (Lemme de Cesaro)
Si une suite (u,,) converge vers un réel ¢, alors elle converge en moyenne vers ¢ :
up+--+u
Uy —> 0= —— [,

n—oQ n n—oo

Preuve — Dans le cas particulier o £ = 0 : up = 9 (1), or 1 est positif et la série > 1 diverge, d’oll la somme partielle
n o0
S
Uy + -+ up = Sy est un o de la somme partielle 1 +14---4+ 1 =n d’apres le lemme 13. Donc la moyenne = tend vers 0
n
qui est égal a £.
Le cas général se ramene au cas particulier, appliqué a la suite uy, — £.

Une seconde preuve : soit € > 0. Dans le cas particulier ou £ = 0, un :) 0, il existe donc N € N tel que
n oo

S
¥n > N, Jun| < e Soit n > N S0l |rt o dun
n

<

< [ui] + - + |un] < lut] + - + Jun] 4 lunt1l+ - + |un]

n n n

d’apres l'inégalité triangulaire. D’une part

n
lunf1l+Flunl < n=N
— =

e < e carn > N. Dautre part lualtetlunl 0,1l
n n n—o00

existe donc N’ > N tel que Vn > N/, M <e.
Donc Ve >0, IN’ €N, Vn > N/, ST”I < 2g, ce qui prouve que la moyenne tend vers £ = 0. O

EXERCICE 17 — La réciproque du lemme de Cesaro est-elle vraie ¢ Montrer que le lemme de Cesaro reste
vrai si £ vaut +00 ou —oo.

METHODE 18 (Séries télescopiques) — A une suite (uy,), on associe sa série télescopique > (up — Up—1) :
n

— la somme partielle Z(uk —ug—1) de la série télescopique est égale & un, — ug (et, par conséquent,

k=1
la suite et sa série télescopique ont toujours la méme nature) ;
o
— 81 u, tend vers un réel £, alors le reste E (ur — uk—1) de la série télescopique est égal & € — wy,.
k=n+1

n

Preuwve — Soitn>1: S, = Z(up —up_1) = un —ug (télescope) et

p=1
oo N
R, = Z (up — up—1) = 1i_1>noo (up—up_l):]\}i_r)noo(uN—un):f—un. O
p=n+1 p=n+1

EXERCICE 19 (Lemme de lescalier) — Montrer que : upy1 —up — a#0 = u, ~ na.
n—oo n—oo

En déduire que : si (u,) est une suite de réels strictement positifs telle que —“;‘“ — >0, alors
n n—oo
S —s L.

n—oo

[.6 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Nous savons que la série harmonique ) % est divergente et nous connaissons (exercice 3) un équivalent
de ses sommes partielles :

1 1
H,=14+-4+---+—~1nn.
2 n
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Nous allons préciser ce résultat en démontrant les formules suivantes :

H, = Inn+o(lnn) (1)
Inn +~v+o(1) (2)
1 1
= 1nn+7+%+0(g> (3)
1 1 1
= lnn+v+%——12n2+o<ﬁ) (4)

ou v est un réel appelé la constante d’Euler.

Ces formules sont des exemples de développements asymptotiques, chaque développement étant plus
poussé, donc plus précis, que le précédent. Pour obtenir ces développements, on utilise le théoreme 141 et
la méthode 18 :

(1) La premiere formule est juste une réécriture de ~ avec un o :
H,~Inn < H,=lnn+o(lnn).

(2) Nous avons déja montré (exercice 3) que la suite H,, —Inn converge. Voici une autre preuve, utilisant
la série télescopique : la suite u, = H, — Inn a la méme nature que la série > (un — tup—1). Or

1 1
Up — Up—1 = [Hy —Inn]—[Hyp_1 —In(n—1)] = - +1In (1 — ;)

1 n 1 1 n 1 1 n 1 1
- ————4ol|l=]|l=——==40| = ]| ~——.
n n  2n? n? 2n? n? 2n?

La série E 2 converge, d’ou la série Y (upn — u,—1) converge aussi, donc la suite u,, converge. Soit

~ sa limite :
H,—-ln(n) — v < H,=Ilnn+~v+o(1).

1
(3) Soit u, = H, —Inn — 7. La série > (up — up_1) converge car t, — Up_1 ~ gEwr on en déduit
n

I’équivalence des restes :
I« 1 11 R . 1
R, ~—=- Z F ~ey (par comparaison série-intégrale), d'ot  u, ~ on :

1 1 1
Hn—lnn—fyrv% — anlnn—l—ﬂ/—k%—FO(ﬁ).

1
(4) On cherche un équivalent de u, = H, —Inn — v — 2 La série > (un — un—1) est convergente car :
n

1 1
Uy — Up] = e +o0 (—3> (calculer le D.L.)
n n
1 . P
~ G d’ou (par équivalence des restes)
1 &1
Ba o~ 5 > —
6 p=n+1 P
1 1 L. .y
~ 6 I (comparer série et intégrale).
1 1 1
Dou u, ~ donc H,—-Inn—vy—— ~—

1202’
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PRrROPOSITION 20 (Formule de Stirling)

Preuve — On part de ’équivalent In(n!) ~ nlnn prouvé a I’exercice 4 puis on pousse le développement asymptotique :

1 1
In(n!) =nlnn —n+ 5 Inn+ K + Ton +o0 (7) . Pour déterminer la constante K, on utilise les intégrales de Wallis. [l
n n

EXERCICE 21 — On lance 2n fois une piece. Quelle est la probabilité u,, d’obtenir autant de Pile que de
Face ¢ Déterminer un équivalent de w, quand n tend vers l'infini.



