LYCEE CLEMENCEAU — NANTES

2026-2027 MPI/MPI*

FEUILLE DE T.D. N©° 1

Suites & séries numériques

Exercice 1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes?
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Exercice 2. Pour quelles valeurs du réel a la série Z —_—
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Exercice 3. Soient, pour tout n € N*, u;, =

Montrer que :
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2. lasuite des réels H, —Inn converge (on notera y sa limite) et en déduire

que ) up=3-4In(2).
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Exercice4. 1. Calculerf 2k dr et Z(—l)kt2k.
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2. Montrer que la série Z kr1 converge et montrer que
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3. De méme, apres avoir décomposé en éléments simples la fraction ration-

1
nelle ———————, montrer que la série Z ——————— converge
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Exercice 5. Soit un réel x €]0, 7[. On pose, pour chaque n € N*,
fn(x) = cos™ 1 (x)-cos[(n+1)x].
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Montrer que la série ) f;,(x) converge absolument et que Z fnx)=-1.
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Exercice 6. Pour quelles valeurs du réel a # 0 la série ) P est-elle
convergente?
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Exercice 7. 1. Soitunréel a > 1. Justifier que R;, = Z — estbien défini
k=n+1
pour chaque n € N et déterminer un équivalent de R, quand »n tend
Vers oo.

2. On suppose que a > 2. Montrer que la série ). R, converge et que
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Exercice 8 (La fonction zéta de Riemann). Soit {(x) = Z el

1. Montrer que I'’ensemble de définition de la fonctlon ( est I'intervalle
I=1]1,+ool.
2. Montrer que la fonction { est décroissante sur I'intervalle I.
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3. Montrer que, pourtoutx>1,1+ ——— <{(x) <1+ —.
auep copze1 =t =1

4. Etudier xlilp {(x) et lim {(x). Proposer un équivalent de {(x) quand x
—+00 x—1+

tend vers 17.
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5. Soit x > 1. Montrer que la série }_ % converge et que Z ={(x)?, o1

d, est le nombre de diviseurs positifs de 'entier n. l> am1lles som-
mables
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FIGURE 1 — LA FONCTION { DE RIEMANN.

Exercice 9 (Série télescopique & théoréme de sommation des équivalents). Soit
la suite définie par ug €]0, 1] et, pour tout n €N, Uy, = sin uy,.
1. Montrer que la suite (¢,) est convergente et que sa limite est nulle.
2. Etudier la limite de “*“>2. En déduire la nature de la série de terme
général u>. '
3. En étudiant In( ””“ ), montrer que la série de terme général u? diverge.

4. ATaide d’'un D. L determlner un réel a tel que u;,, | — u; converge vers
une limite non nulle. En déduire un équivalent de u,,.

Exercice 10. Soit, pour chaque n e N*, S, = Z Z _Pq
p=lg=1 P+ q
1. Lasuite des réels S;, est-elle convergente?
n
2. Montrer que u, = Z
p=1
sommes de Riemann

est équivalent a n(1 —In2). > Réviser les
p+n

3. En déduire un équivalent de S,, — S;,—1 puis de S,.

Exercice 11 (Semi-convergence). Soit une suite (u,) yen telle que la série ) u,
converge mais la série }_ |u,| diverge. Soient P,, et M, les suites définies par :

VnelN, P,=max(0,u,) et M;, =min(0, uy).

Montrer que les séries ). P, et }_ M,, divergent.

Exercice 12. 1. Montrer que la famille ( est sommable et que
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2. Montrer que la famille ( Py ) n’est pas sommable.
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Exercice 13. Soit x €] —1,+1[. En remarquant que tout entier n € N* s’écrit
2!7

de maniére unique (2g + 1)2”, montrer que la série }_ ﬁ converge et que
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Et aussi : le DS MPI/* 2025-2026 n° 1 & I'exo 2 du test MP2I juin 2026, en ligne avec leur corrigé.



