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Exercice 1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes?

(1 1
1. Zsm(z) 6. Zln(n!)
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2. Z n_nlln Z n
no\n T (nmn
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Exercice 2. Pour quelles valeurs du réel a la série Z est-elle convergente?

a
n+ an

n
Soit, pour tout neN, uy, = #. On disjoint les cas :

n
e silal>1,alors |uy| ~ m ~ (i

Tal ) . Or la série géométrique Y. ( Il ) converge, donc la série }_ u; converge absolument.

e silal<1,alors |uy|~ m <la|™. Orla série géométrique Y |al" converge, donc la série ¥ u;, converge absolument.
e sia=1,alors uy, = 1 et la série harmonique ¥ 5 1 diverge.
e sia=-1,alors u, = ( 1 et la série harmonique alternée ¥ * c 1 converge.

Exercice 3. Soient, pour tout n € N*, u,, = et H, =1+ 3 +---++. Montrer que :

1
n(n+1)2n+1)

1 1
1. lasérie )_ u, converge et que Z up=3+4H,—-4H,+1 + 1
n

k=1 1
(e
2. la suite des réels H,, —Inn converge (on notera y sa limite) et en déduire que Y u, =3-4In(2).
n=1

-1 1 qu i srie T L 4o : 4 14
1. up= AN ERED) " 3,3 quine change pas de signe. Or la série ). -3 converge, donc la série }_ uy; aussi. On décompose en éléments

. . . 6 a b c .
simples la fraction rationnelle: —————— = — + +———,aveca=6,b=6etc=-24.D’ol
XX+DR2X+1) X X+1 2X+1

U = - —
=1 =1 k :1k k 12
= Hp+|H —1+7) 4 H2n+1_1_*Hn

= 3+4H, —-4H; + —.
n 2n+1 n+l



2. > exercice 3 du chapitre I. Comme dans 'exercice du cours, montrer que la suite (H; —Inn) est décroissante et qu’elle est minorée. On
en déduit qu’elle est convergente.

Hy =In(n) +y+ep, oty estla constante d’Euler et €, el 0.D’ou

1
3+4[In(M+y+en]—4[In@r+1) +y+e2541] 1

M=

Uk

ten
I

1

2n+1
= 3-4In

1
+4(en — € +—
(en—€2n+1) ——

—  3-4In(2)
n—oo

1 n
Exercice 4 (Séries géométriques). 1. Calculer f ?kdret Z (—1k 2k,
0 k=0
(-1* Cque 5 (-D* _ 7
converge et que =—.
2k+1 L —02k+1 4

2. Montrer que la série Z

1

——————— montrer que
4X+1)4Xx+3)

3. De méme, aprés avoir décomposé en éléments simples la fraction rationnelle
1 b4

1 [e.°]
converge etque y ——————— = —.

lasérie} < i e S @n+@dn+3) 8

1
t2k+1

2k+1

1
1. f 2kgr=
o

n n _tZ)k: 1_(_t2)n+1 B 1+(_1)nt2n+2

Z (_l)ktzk — Z (

k=0 =0 1-(-12) 1+12

et, en reconnaissant une somme géométrique :

0 2k+1

(-D¥

2. On peut affirmer, grace au théoréme des séries alternées, que la série Z converge car la suite Y] tend vers zéro en décroissant.

2k+1 .
no(_
(Mais cela ne donne pas la valeur de la limite.) Autre méthode, on calcule la somme partielle S, = Z (

——— grace a la question
i=o2k+1 & d

n 1 1(n
précédente: Sy = Y (- l)kf PRar = f ( Y t2k) dt par linéarité de I'intégrale. D’ot1
k=0 0 0 k=0

114(=1 nl,2n+2 1 1 1 t2n+2
Sn:f (-1) dt:f dt+(—l)”f dt.
0 1+12 0o 1+12 0o 1+12

Puis on montre que la dernieére intégrale tend vers 0 quand n tend vers oo :

2n+2

1 t2n+2
Vie[0,1,0s — < t2”+2,d’ou05f
1+t 0

1
i 2 dt< T3 par croissance de l'intégrale.
+ n

1 t2n+2
D’apres le théoreme des gendarmes, quand n tend vers I'infini, la suite des réels f 2 dt tend vers zéro et aussi le produit
0o 1+

1 t2n+2
(—1)"f 722 dt car la suite des réels (—1)" est bornée.
o 1+

no(-pk 1 .
D’oi la suite des réels Sy, = Z tend versf — = [arctan £] = —.
i=o2k+1 0 1+¢ 4
k e} k
-1 -1 b3
Donc la série Z D converge et sa somme vaut Z D =—.
2k+1 izo2k+1 4

1 1
@n+1)@n+3) ~ 1612

4. On commence par décomposer la fraction rationnelle. On cherche « et  tels que :

1 o« N B
(AX+1)4X+3) 4X+1 4X+3°

d’oli (par comparaison de séries a termes positifs) la série ). m converge.

En multipliant I’égalité par 4x + 1 et en prenant x = —%, on trouve a = % De méme, en multipliant I'égalité par 4x + 3 et en prenant
x= —%, on trouve = —%,

Pour calculer la somme de la série, on étudie la limite des sommes partielles :



i S S | i ( 11 )
oo @k+D@k+3) 2 lak+1 4k+3
1 n
2 Zf ( x4k+2) dx
2
3
1
= 7f 1-x%) Z kdx
2
k — xin+4 o Loxint
Or(1-x ) Z (x4) =(1-x )7 pour tout x € [0,1[. D’out (1 - x ) Z (x4) = ) et on constate que cette formule reste
k=0 k=0 X

vraiesix=1.D’o

n 1 1 1 1 1 1 y4nt+4
= xX-- dx
,éo (4k+1)(4k+3) zfo 1+x? zfo 1+x2

11 xtntd 1! 1
OrOs—f dxs—f Ay —— 0.
2Jo 1+x2 2Jo 2(4n+5) n=+oo

1 1t 1
Donc la série ¥ ——L— est convergente et f dx = —[arctan(1) —arctan(0)] = —
L @rrDaEs g ZO @krD)@k+3) _2Jo 112 5l ¢V 0]

Exercice 5 (Nombres complexes & séries géométriques). Soit un réel x €]0,7[. On pose, pour chaque n € N*,
o0

fn(x) = cos" ! (x) - cos [(n+ 1)x]. Montrer que la série ¥ f;,(x) converge absolument et que Z fn(x)=-

n=1
Soit x €]0, [. La série }_ f;(x) est absolument convergente car :
— pour tout ne€N*, | f(x)] <|cos(x)|"1;
— lasérie Y |cos x|~ converge car c’est une série géométrique de raison strictement inférieure 2 1.
Pour calculer sa somme, on remarque que : fj(x) =Re (cos"_1 (x)ei(”“)x) .
N
Dot Y fa(x)=Re Z cos" 1 (x)elntx ],
n=1
N . i N-1 . AR i 1= (cosx NeiNx i 1 i
Or Z cos™ 1 (x)ef DX = gi2%. z (cosxelx) =el2x. ¢ ) = el2x. — +en, 0l ey — 0 car |(cosx)VelN¥| =
=1 n=0 1-cos(x)e!* 1 -cos(x)e!* N—oo
|cosx|N et|cosx| <1 grace a ’hypothese x €]0, .
X a1 Dx _ i2x 1 i2x 1 iel* —sinx+icosx .
D'ochos (x)e e ——m———————+¢eny=e ———————+tEN=—t+eEy= —————tey =—1+icot(x) +
n=1 sin“ x —isinxcosx —i-sinx-e!X sinx sinx
EN-
N (e}
Dot Y fa(x)=-1+Re(ey). Donc Y fr(x)=-
= n=1
(=n"
Exercice 6. Pour quelles valeurs du réel a # 0 la série ) Pt est-elle convergente?
. (-D" . . . . .
Soit uy, = W. Si a <0, alors la suite uy ne tend pas vers zéro, donc la série }_ u, diverge.
n _
(=" (-n" 1
Up=—"—>=————(1+&p).
"That(-nn pa nZ“( »
- (- 1)" ,
Or la série ) converge d’apres le TSA car la suite - = tend vers zéro en décroissant. Et les séries Z (1 +é&p) et Z 4 sont de méme

1 .
nature car —— ne change pas de signe, donc convergent si, et seulement si, 2a > 1.
n

Donc la série }_ u;, converge si, et seulement si, a > %



o0

1
Exercice 7. 1. Soitunréel a > 1.Justifier que R, = ) — est bien défini pour chaque n € N et déterminer un

k=n+1
équivalent de R,, quand 7 tend vers co.

o0 o0
1
. On suppose que a > 2. Montrer que la série }_ R,, converge et que Z R, = Z a1 > Familles sommables
n=0 k=1

o0 (oo} (o)
2. La série }_ Ry converge et Z Ry, = Z Z

La série de Riemann Y ,%a converge, son reste Ry est donc bien défini. Et sa limite vaut 0. La fonction x — xia étant continue et

décroissante,

N

—at1 NH1

N+1 1 N 1 N 1
_f —dx< ), k—asfn dx=

a S
n+l X k=n+1 X

x—a+1

—a+1

X
-a+1

n+1 n

pour tout N > n, par comparaison série-intégrale. Les inégalités larges passent a la limite N — oo (A ce n'est pas le théoreme des
gendarmes qu’on utilise), d’out :
n+1-atl noatl

<R, < .
a-1 n a-1

—a+1
On divise chaque membre par ”afl qui est strictement positif :

n+1\"%t1 R,
—_— =< <1.
n noa+l
a-1
—-a+1

n
-1

R
D’apres le théoreme des gendarmes, _7”” tend vers 1, donc Ry ~
n

a—1

1
= Z en notant I = {(k,n) € N2 | k > n}. On peut sommer par paquets, donc

n=0 n=0k=n+1 ke (k,n)el ke’
y LogyLogk ]
kmer K Sz kY o k¢ o ket
1
Exercice 8 (La fonction zéta de Riemann). Soit {(x) = —-
n=117

L S

FIGURE 1 — LA FONCTION { DE RIEMANN.

Montrer que 'ensemble de définition de la fonction { est I'intervalle I =]1, +ool.
Montrer que la fonction ¢ est décroissante sur I'intervalle 1.
1 1
Montrer que, pourtout x>1,1+ ———— <{(x) <1+ —.
que, p (x— D21 {(x) 1
Etudier xliI-P ((x) et linll {(x). Proposer un équivalent de {(x) quand x tend vers 1*.
—+00 x—1t

xd

Soit x > 1. Montrer que la série }_ % converge et que Z —'; ={(x)?, o1 d,, est le nombre de diviseurs positifs
n=11

de I'entier n. > Familles sommables



. En +o0, on utilise le théoréme des gendarmes :

X1 1
. Leréel {(x) = Z P est défini si, et seulement si, la série ). P converge. C’est le cas si, et seulement si, x > 1 d’apres le critere de

. n=1
Riemann.
1

. Soient deux réels a et b tels que 1 < a < b. Pour chaque n € N*, T ,le' d’ot1 {(a) = {(b). Donc la fonction { est décroissante sur I.

. Lafonction ¢ — Tx = e~¥Int g5t décroissante et continue. D’oli (en comparant série et intégrale) :
e A (A N ~x+1N
= f —dts Z — f —dt=
—-x+1 2 =p N 1t —-x+1

Et les inégalités larges passent a la limite N — oo ( A ce n'est pas le théoreme des gendarmes qu’on utilise) :

1 X1 1
R

— <
(x-12¥1 7 = n* " x-1

™

Enfin, on ajoute 1 a chaque membre :

1 x 1 1
t e S L E sl
(x-1)2 =1 x—-1

71 —_—
nzT et x 1 tendent vers 0 quand x tend vers +oo, donc ((x) it 1.

Quand x tend vers 17, W tend vers +oo. Donc {(x) -, +00. Plus précisément, quand x tend vers 17 : { (x) ~ ﬁ Pour le prouver,
1

( Y
on divise par 1 chaque membre de 'encadrement :

1 {(x)
(x-1) x—l_IS(x_l)+l
x-1
Les deux gendarmes tendent vers 1 quand x tend vers 1+, d’oi1 (( ) -, 1.
xf x—1
1 1 &1
Soit x > 1 :la série Z S converge absolument et 21 — =({(x). D’ou ((x) 21 P 21 e et on peut sommer par paquets, donc : la
n q=
bsol 11 1 1 Ry 4 -
serlez 1 converge absolument et { (x)? = > P > aF = 2 Z_ P Z x car Card{(p, ) € N* x N* |
(p,@)eN* xN* (p,q)eN* xN* n=1pq=n =1

pq=n}=dp.

Exercice 9 (Série télescopique & théoreme de sommation des équivalents). Soit la suite définie par uy €10, 1] et, pour
tout neN, Uy =sinuy,.

1.

Montrer que la suite (u,) est convergente et que sa limite est nulle.

. Etudier la limite de % En déduire la nature de la série de terme général u>,.

2
3.
4

n

En étudiant ln(M), montrer que la série de terme général ufl diverge.

. ATl'aide d'un D.L., déterminer un réel a tel que u?,, — u% converge vers une limite non nulle. En déduire un

équivalent de u,,.

. Un développement limité fournit smx% = —% +0(1) donc

. Par récurrence, uy €]0,1] pour tout n € N. D’'une part, la suite (1) est donc minorée (par 0). D’autre part, elle est décroissante :

Up+1 = Sinuy < uy pour tout n € N car sinx < x pour tout x = 0. La suite (¢5) est donc convergente car décroissante et minorée. Soit £ € R
sa limite.

La fonction sin est continue, donc ¢ est un point fixe : £ = sin¢. Or 0 est 'unique point fixe de la fonction sin (pour le prouver, étudier la
fonction [0,1] — R, x — x —sinx). La suite (u;) tend donc vers 0.
W — —% quand n — oo. car up — 0.

On en déduit I'équivalence ”?1 oo —6(up+1 — up) qui ne change pas de signe. Or la série télescopique Y. (uy+1 — Uy) converge car la
suite (uy) converge. Donc la série de terme général ui converge aussi.

Un+ly _ sinuy, - sinup _ — sinup—up
In(“4£L) = In(551) S 1= Smaa—n
série de terme général In(—2+- ”“ ) =In(up+1) —In(uy). Celle-ci est télescopique et a donc la méme nature que la suite (In u;) qui diverge car
In(uy,) — —oco car uy, tend vers 0..

~— % u% qui ne change pas de signe. La série de terme général u% ala méme nature que la



w3 W2 2
4. Deuy nj(;oo’ on déduitle D.L. up+) =sinup =up - 5t +o(un)—un ( Ln +o(u%)) Par suite un+1 ug- 1—a%+o(u%) . (Anoter

2+a
que uj; est bien défini car up >0.) Donc uf | —uf = —a~lg— + o(u%f'“) tend vers une limite finie et non nulle si @ = 2. Cette limite vaut
1

3

31 - u;z est équivalent a %, qui ne change pas de signe. Or la série ) % diverge, donc les sommes partielles sont
n-1

_ n . . .

équivalentes (d’apres le théoréeme de sommation des équivalents) : Z (u 2 unz) S0 3" Cette somme est télescopique, d’olt

On a montré que u,,

n+l n—

u;z - uaz ~ 7. En divisant par n, " tend vers 3 Or uy est positif, d’'ou uy tend vers Donc Un , %
—00

vn f

Exercice 10. Soit, pour chaque neN*, S, = Z Z _Pq_

p=1qg=1 p+ 6]
1. Lasuite des réels S, est-elle convergente?
n
2. Montrer que u, = Z est équivalent a n(1 —1In2). > Réviser les sommes de Riemann
p=1

3. En déduire un équivalent de S,, — S,,—; puis de S,.

Do

1 LU |
1. PourtoutneN*, S, = ) _Pa_ . =) - — ~_+oo. Donc la suite S, diverge.
papem2 PT4 pémn 2P i p=1P"
2. Pour tout n e N*, e Z p est une somme de Riemann de la fonction [0,1] — R, x — ﬁ qui est continue sur le segment [0, 1],
n n =241 —_— it > i
p=17
— f —dx—l—an Donc u, ~ n(1-1n2).
n—oo Jo x+1

non n n 1 &
3. PourtoutneN*, S, —S;,_ 1_22 d —f:2nunff,d’oi18n7$n,1~2n2(171n2).Onsortletélescopezsn:7+ Z (Sn—S8n-1)
pm1ptn 2 2 2 5

pour tout 1 = 2. Or Sy, — 1 ~ 2n2(1 —In2) qui ne change pas de signe, d’ol : les deux séries divergent et, par sommation des équivalents,

n n3
n~21-2) Y k? ~2(1-2)—
k=2 3

Exercice 11 (Semi-convergence). Soit une suite (u,) ,en telle que la série Y u, converge mais la série }_ |u,| diverge.
Soient P, et M}, les suites définies par:

VnelN, P,=max(0,u,) et M;, =min(0, uy).

Montrer que les séries ) P, et ). M,, divergent.

Pour chaque n €N, uy = P, + My. Or la série }_ uy, converge, d’oi les séries }_ P et Y. M; sont de méme nature.

Pour chaque n €N, |u,| = Py, — My. Orla série }_ |u,| diverge, d’ol les séries }_ P; et }° M, divergent.

1
_estsommable etque )

Exercice 12. 1. Montrer que la famille ( ) — =
)I
PO (ppen: (p,q)EN? (p+q)

2. Montrer que la famille (Tq)( - n’est pas sommable.
PEN® XN

1 1
1. Lestermes 1 sont positifs. Sous réserve de convergence absolue, on peut sommer par paquets : = —_—
(p+a? P 8 P parpad ) 2 (P+q)! ZN +Z—n(p+q)!
(p@eN neNp+q=
1 1 n+1 n 1
or Y = — = =—+—.Dout ) —Z— Z—DunepartZ——e DautrepartZ—

p+q*n (p+q)  pigen ! n! n n’

N TR

nen* (n-1)!

(P, q)eN2 (P+ D'ogeEN e neN
1

=2e.

= e. Donc la famille ( est sommable et Z

1
(p+q)! 2 !
prq )(MKN (ppenz P+t



2. Pour tout (p, q) e N* xN*, (p+¢)% = p +q%+2pq=p?+ q2 >0,dolt —— p +q ﬁ = 0. Sous réserve de convergence absolue, on peut

sommer par paquets : > =)y =) Z—,ennotant In=1{(p,q) eN* xN* | p+q = n}. Or Card(I;) = n—1,
(p q)gN*xN* (p+q)2 n=2 In p+E/)2 n=2 I n?
d’out 1=l car —21 ~ qu1 ne change pas de signe et la série Z diverge. Donc la famille

(p,q)EN* xN* (P"'q) n=2

( - ) n’est pas sommable.
¥
PTHA” ) (p,q)eN* xN*

Exercice 13. Soit x €] — 1, +1[. En remarquant que tout entier n € N* s’écrit de maniere unique (2¢g + 1)2”, montrer
o) x2” X

p
que la série Z ﬁ converge et Z W = m

p= 0l
o 2q+1)2P x
Soit x €] —1,+1] : la famille (x"*),¢p+ €st sommable et T — Z Y. x®9*D2% 0On peut sommer par paquets, donc T
n=1 (,,,q)eNz -
(] o} +lg 2P
> x2" > 2’ Z 2P~ etlasériey W converge absolument.

—x



